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Lösbarkeitsbedingungen für Gleichungen 
mit unendlich vielen Unbekannten. 


Von Gottfried Köthe in Münster (Westfalen) *). 


Will man Gleichungssysteme der Gestalt 
(1) Ur = 6, EU = 7 We 


untersuchen, so wird man sehr rasch zu folgendem Ansatz geführt: Man deutet die Ma- 
trix X des Gleichungssystems als Matrix einer linearen Transformation, die einen geeignet 
zu wählenden linearen Raum 4 von Stellen r = (&,, &,, . ..) in einen Teil eines anderen 
Raumes u abbildet, und versucht durch das Studium dieser linearen Transformationen Auf- 
schluß über die Lösungsverhältnisse zu bekommen. Als eine sehr allgemeine Klasse von 
linearen Räumen, die für A und « in Frage kommen, bieten sich in natürlicher Weise die 
vollkommenen Räume dar, die von O. Toeplitz und mir in zwei Arbeiten!) ausführlich 
untersucht worden sind. 

Die vorliegende Arbeit versucht nun, diese Resultate auf eine einfache gleichungs- 
theoretische Frage anzuwenden: Es sollen notwendige und hinreichende Bedingungen für 
die Lösbarkeit eines Gleichungssystems (1) durch eine Stelle r eines vorgegebenen voll- 
kommenen Raumes abgeleitet werden?). 

Der oben angedeuteten Auffassung entsprechend schreiben wir (1) auch in der ab- 
gekürzten Form einer einzigen Gleichung 

(1) Ar = c. 

Besteht (1’) nur aus endlich vielen Gleichungen mit endlich vielen Unbekannten, so ist für 
die Lösbarkeit von (1’) bekanntlich notwendig und hinreichend, daß jede lineare Ab- 
hängigkeit zwischen den Zeilen der Matrix auch für die entsprechenden Koordinaten von 
ce gilt. Diese Bedingung ist auch im Falle eines unendlichen Gleichungssystems notwendig, 
aber keineswegs hinreichend. Das erste Lösungskriterium allgemeiner Natur, das in 
unserem Zusammenhang interessiert, ist das von E. Schmidt?) aufgestellte: 


Ist X eine Matrix, die auf alle Stellen r des Hilbertschen Raumes anwendbar ist 
in dem Sinn, daß die Summen (1) stets konvergieren, so ist für die Lösbarkeit von (1) 
notwendig und hinreichend die Existenz einer Zahl m > 0, so daß für alle komplexen 





*) Über einen Teil der Resultate habe ich auf dem Internationalen Mathematikerkongreß 1936 in Oslo berichtet. 

1) G. Köthe u. O. Toeplitz, Lineare Räume mit unendlichvielen Koordinaten und Ringe unendlicher Matrizen, 
Journal f. d. reine u. angew. Math. 171 (1934), S. 193—226; G. Köthe, Die Teilräume eines linearen Koordinaten- 
raumes, Math. Annalen 114 (1937), S. 99—125. Wir zitieren diese Arbeiten im folgenden als K. T. bzw. K. 

*) Die Erklärung der einfachsten Grundbegriffe der Theorie der vollkommenen Räume findet der Leser außer 
in K. T. auch im Anfang von $1 der vorliegenden Arbeit. 

®) Vgl. E. Schmidt, Über die Auflösung linearer Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten, Rendiconti 
Palermo 25 (1908), S. 53—77. 
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gilt. Dabei ist a; die i-te Zeile von A und die Absolutstriche auf der rechten Seite be- 
deuten den absoluten Betrag in der Metrik des Hilbertschen Raumes. 

(2) ist offenbar eng verwandt mit der Lösbarkeitsbedingung für endliche Gleichungs- 
systeme, verlangt aber nicht nur, daß die linearen Abhängigkeiten der a; für die c; gelten, 
sondern daß auch die Unabhängigkeit der c; nicht ein gewisses Maß der Unabhängigkeit 
der a; übersteigt. 

Die Bedingung (2) ist nun in der Theorie der linearen metrischen Räume auf Räume 
sehr allgemeiner Natur übertragen worden). Der Grundgedanke des Beweises sei kurz 
angegeben, da er zum Verständnis des Folgenden notwendig ist. 

Wir betrachten der Einfachheit halber ein Gleichungssystem (1’), bei dem die 
Matrix MX einen vollkommenen Raum in einen Teil von sich überführt. A besitzt einen 
dualen Raum #*. Ist u = (u,,u,,...) eine Stelle des dualen Raumes, so erhält man 
aus (1’) durch Multiplikation von links mit u 


n 
2 us; 
i=1 








(3) u(Ar) = Ul, d.h. = 12 A;: %r u Ujlj. 


Diese Beziehung läßt sich so deuten: Die Stelle u gehört A* an und durch (3) wird jedem 
ul eine komplexe Zahl x(uN) = uc zugeordnet. Aus (2) folgt sofort, daß diese Zuord- 
nung eindeutig ist; durch (3) wird also in dem Raum » S #* aller u eine Linearfunk- 
tion z(uN) erklärt. (2) bedeutet die Stetigkeit dieser Linearfunktion in » im Sinne der 
Metrik des Raumes /*. Jede auf einem Teilraum » eines linearen metrischen Raumes /* 
erklärte, dort im Sinne der Metrik stetige Linearfunktion kann aber auf den ganzen Raum 
)* fortgesetzt werden. Ist A* überdies stark separabel, d.h. ist in A* eine abzählbare 
Menge dicht im Sinne der Metrik, so wird jede auf ganz /* erklärte stetige Linearfunk- 


oo 
tion z(u) durch eine Stelle x aus / vermittelt. Es ist also z(u) = ur = zu für alle 
j= 


u aus /*. Dieses r stellt die gesuchte Lösung von (1) dar. 


Diese Methode erfaßt nur vollkommene Räume /, die linear metrisch sind und 
deren duale Räume stark senarabel sind. Die zweite Bedingung ist nach einem früheren 
Ergebnis 5) übrigens damit gleichbedeutend, daß in A der Grenzstellensatz gilt, d.h. daß 
jede beschränkte unendliche Menge von Stellen aus A eine schwach konvergente Teil- 
folge enthält. Um Lösungsbedingungen für beliebige vollkommene Räume aufstellen 
zu können, muß man sich also erstens von der Voraussetzung der Metrik, zweitens von 
der des Grenzstellensatzes befreien. 

Bereits in der Arbeit K. T. wurden in einem beliebigen vollkommenen Raum / 
zwei Topologien aufgestellt, deren eine als zugehörige Konvergenz die schwache Kon- 
vergenz liefert, die andere die starke Konvergenz. Wir bezeichnen sie hier als die mini- 
male bzw. starke Topologie von 4}. Es hat sich nun im Laufe der Untersuchung heraus- 
gestellt, daß die minimale Topologie für die Zwecke der vorliegenden Arbeit durch eine 
schärfere, die schwache Topologie zu ersetzen ist, zu der als Konvergenz ebenfalls die 
schwache Konvergenz gehört (vgl. $1). Mit Hilfe dieser Topologien ist es nun möglich, 
den fundamentalen Erweiterungssatz für Linearfunktionen auf beliebige vollkommene 
Räume A zu übertragen: Jede Linearfunktion, die auf einem Teilraum von 4 erklärt 
und dort im Sinne der starken oder schwachen Topologie stetig ist, kann auf ganz / 


4) Vgl. etwa das später als B. zitierte Buch von St. Banach, Theorie des operations lineaires, Warschau 1932. 
5) Vgl. K. $1, Satz. 
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stetig fortgesetzt werden ($3). Daß eine solche auf ganz 4 erklärte, topologisch stetige 
Linearfunktion durch eine Stelle aus #* erzeugt werden kann, gilt im allgemeinen jedoch 
nur für die topologische Stetigkeit im Sinne der schwachen Topologie. Die zweite ein- 
schränkende Voraussetzung, die der starken Separabilität, wird also entbehrlich bei 
Übergang von der starken zur schwachen Topologie. Die schwache Konvergenz ist damit 
wieder an einem entscheidenden Punkt an die Stelle der starken getreten. Der erste 
Umkehrsatz ($8) gibt genauere Auskunft über diese Zusammenhänge. Es wird be- 
wiesen, daß die starke Separabilität von A notwendig und hinreichend dafür ist, daß 
jede stark topologisch stetige Linearfunktion durch eine Stelle aus /* erzeugt werden 
kann. Ein damit zusammenhängendes Problem von St. Banach läßt sich so im Bereich 
der vollkommenen Räume beantworten (vgl. $8). 


Mit diesen Resultaten ist die Aufstellung einer notwendigen und hinreichenden 
Lösbarkeitsbedingung für (1) im wesentlichen schon geleistet. Es ergibt sich in Verall- 
gemeinerung von (2), daß die schwache topologische Stetigkeit der Linearfunktion 
(u) = uc notwendig und hinreichend für die Lösbarkeit von (1) ist ($6). In Räu- 
men 4, in denen der Grenzstellensatz gilt, und, wie der zweite Umkehrsatz ($9) zeigt, 
auch nur in diesen, braucht statt dessen nur die starke topologische Stetigkeit voraus- 
gesetzt zu werden. Es sei bemerkt, daß dieses Ergebnis auch im Fall der metrischen 
Räume, in denen der Grenzstellensatz nicht gilt, neu ist. Neuere Resultate von M. Eidel- 
heit®) über solche Räume ergeben sich, soweit sie vollkommene Räume betreffen, leicht 
aus unseren Ergebnissen, zum Teil sogar ın schärferer Form ($ 7). 


Der Beweis des Erweiterungssatzes in $3 ist übrigens nicht nur für vollkommene 
Räume gültig, er läßt sich leicht auf die von J. von Neumann betrachteten ?) konvexen 
topologischen Räume übertragen. So einfache Zusammenhänge zwischen der Gültigkeit 
des Grenzstellensatzes und den Lösbarkeitsverhältnissen, wie sie in den beiden Umkehr- 
sätzen ausgesprochen sind, dürften in diesem allgemeinen Fall jedoch kaum vorhanden sein. 


Durch die vorliegende Untersuchung ist natürlich in keiner Weise das Problem der 
Typeneinteilung der Gleichungssysteme gelöst. Doch stellt sie weitere Invarianten in 
Gestalt der mit den beiden Topologien verbundenen Stetigkeitsbegriffe auf. Auch die 
ausschlaggebende Rolle, die der Grenzstellensatz in der Gleichungstheorie spielt, wird 
klargestellt. Auf die Bedeutung der vorliegenden Ergebnisse für das Problem des Rezi- 
prokentheorems 8) beabsichtige ich in nächster Zeit zurückzukommen. 


$ 1. Die schwache und die starke Topologie. 

Es sei kurz an die wichtigsten Begriffe aus K. T. erinnert. 

Eine Menge von Stellen r = (&,, &,,...) mit abzählbarvielen komplexen Koor- 
dınaten x; bildet einen linearen Raum }, wenn sie mit r auch rt = (rx,, F&g,...), r be- 
liebig komplex, und mit x und Y stets +9= (2, + Y4 2a + Ya, . .) enthält. Die in 
jedem linearen Raum liegende Stelle (0,0,...) wird mit o bezeichnet. Alle Stellen 


lt = (u,,U,,...), deren skalare Produkte ur = = u;x; mit jeder Stelle z aus A absolut 
i= 


konvergent sind, bilden den zu A dualen Raum 4*. A heißt vollkommen, wenn (A*)* = % 
ist. 

Eine Menge M von Stellen x aus A heißt beschränkt, wenn zu jedem u aus * eine reelle 
Zahl k(u) > 0 gehört, so daß |ur| < k(u) ist für alle raus M. Eine Folge x von Stellen 





6) M. Eidelheit, Über lineare Gleichungen in separablen Räumen, Studia Math. 6 (1936), S. 117—138. 

?) J. v. Neumann, On complete topological spaces, Trans. Am. Math. Soc. 37 (1935), S. 1—20. 

®) Vgl. E. Hagemann, Das Reziprokentheorem in beliebigen linearen Koordinatenräumen, Math. Annalen 114 
(1937), S. 126—143, 


25” 
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des vollkommenen Raumes 4 heißt schwach konvergent, wenn lim ur” für jedes u aus /* 


n>a” 


existiert. Eine Folge x") hat den schwachen Limes x, x") > r, wenn auch t in A liegt und 
lim ur® —= lim ur ist für alle u aus /*. In K. T. ist diese Konvergenz einfach als „Kon- 


n>X n—>—=2 


vergenz‘‘ schlechthin, ohne den Zusatz „schwach“ bezeichnet worden. 

In $5 der Arbeit K. wurde in jedem vollkommenen Raum 4 eine Topologie ein- 
geführt, deren Limesbegriff mit dem schwachen Limes übereinstimmt. Wir bezeichnen 
diese Topologie im folgenden als die minimale Topologie von }. Ihre Umgebungen sind 
folgendermaßen erklärt: Sind u®, ..., um endlichviele Stellen aus /*, e> 0, so bildet 
die Gesamtheit aller 9 aus A, die den Ungleichungen 

WE-HI<H.., 7 uUmE— Hl <e 
genügen, eine minimale Umgebung U, ,.. ‚um, (£) von r. 

Diese Topologie hat sich für die Zwecke der Gleichungstheorie jedoch als zu weit 
herausgestellt. Wir führen deshalb eine zweite Topologie ein, deren zugehöriger Limes- 
begriff ebenfalls mit dem schwachen Limes übereinstimmt. 

Definition 1. N sei eine beschränkte Menge des dualen Raumes 7*. Ist x eine Stelle 
aus 7, so werde or |br| mit (x), bezeichnet. Die Menge N heiße begrenzt, wenn für Jede 

vE 


schwach gegen vo konvergente Folge x” aus A (x), gegen Null geht. 

Definition 2. M sei eine begrenzte Menge aus /*, e> 0, x eine Stelle aus }. Die 
Gesamtheit aller Stellen y aus 4, die der Ungleichung 

1) EN. <e 
genügen, bezeichnen wir als eine schwache Umgebung der Stelle x. Die Gesamtheit aller 
dieser Umgebungen heiße die schwache Topologie von }. 

Die schwache Topologie von 4 erfüllt die vier Hausdorfischen Umgebungsaxiome®). 

Die in der minimalen Topologie verwendeten endlichen Mengen u®),...., u® sind 
offenbar begrenzt. Es gibt jedoch noch viel mehr begrenzte Mengen. Dies zeigt 

Satz 1. Die normale Hülle M jeder begrenzten Menge M ist begrenzt. 

Beweis. M sei eine begrenzte Menge aus 7*. M besteht dann (vgl. K. T. $5, De- 
finition 3) aus allen Stellen ü = (ü,,ü,,...) mit |ü| < |w|, wo u = (u,,Uü,...) 
eine beliebige Stelle aus M ist. Wäre nun M nicht begrenzt, so gäbe es eine Folge 
ud, u®,... von Stellen aus A/ und eine gegen vo schwach konvergente Folge x® von 
Stellen aus A so, daß 


& |u®| |a0] >m> 0 
k=1 
wäre für alle :. Nun ist aber nach K. T. $3, Formel (2), mit x” jede Folge i) mit 
zm9| = || schwach konvergent. Wir können daher i® so bestimmen, daß für alle ı 
= |u®| || — yÜ I®) >m>o0O 
ist. Dies ist ein Widerspruch zur Begrenztheit von M. 
Führen wir die Bezeichnungen [ur] = zu) |] und [x], = sup[pr] ein, so 
u. veM 


läßt sich das Resultat von Satz 1 auch so ausdrücken: 


°) Vgl. F. Hausdorff, Mengenlehre, 2. Aufl., S. 228 (A), (B), (C) und S.229 (5). Das erste, dritte und vierte 
Axiom wird wie im Falle der minimalen Topologie in K. $5 bewiesen. Axiom (B) folgt so: Zwei Umgebungen 
E—H)y, <eund (£— Y)yr, < 6 haben die Umgebung (£ — 4), < Min (e,6) gemeinsam, wobei M die Vereini- 


gungsmenge von M, und M, ist. Mit M, und M, ist auch M begrenzt. 
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Satz 2. M sei eine begrenzte Menge aus 4*. Die Gesamtheit aller Stellen y aus }, 


die der Ungleichung 

(2) [x er Y]y, € 
genügen, bezeichnen wır als eine normale schwache Umgebung der Stelle x. Die Ge- 
samtheit aller normalen schwachen Umgebungen bildet ein zum System aller schwachen 
Umgebungen äquivalentes System. 

Satz 3. Ist x Limes der Folge x” im Sinne der schwachen Topologie, so ist x schwacher 
Limes von x® und umgekehrt. 

Beweis. a) x sei Limes der Folge x” im Sinne der Topologie. Dann gibt es zu 
jedem u aus A* und jedem e > 0 ein n, so, daß ı® fürn 2 n,in (£ — 4), < ee liegt, d. h. 
es ist |u(r — x”)| <e. Dies bedeutet aber !® —r. 

b) Sei umgekehrt x" — r, also x — x” — o. Nach Definition der begrenzten Menge NM 
gibt es zu jedem e> O ein n,(M, e) so, daß (x — x”), <e ist fürn 2 n,, also ist x 
Limes von x® im Sinne der schwachen Topologie. 

Jeder vollkommene Raum ist vollständig im Sinne der schwachen Topologie, d.h. 
jede schwach konvergente Folge x” besitzt in 4 einen schwachen Limes 1°). 

Daß die minimale und die schwache Topologie zu verschiedenen Häufungsstellen- 
begriffen führen, zeigt folgendes Beispiel: In K. $5 wurde bewiesen, daß im Raum o, 


aller Stellen x mit I |r,! <oo die Stelle o minimale Häufungsstelle der Menge M 


s=1 
[e 


allergmit|r| = = || 1 ist. o ist aber nicht schwache Häufungsstelle von M. Nehmen 
wir nämlich die Stelle d = (1,1,...) des dualen Raumes o,„ als Menge M, so wird 


[dr] = |r| > 1 für alle gr aus M, aber [do] = 0, also liegt keine Stelle aus A/ in der Um- 
gebung [vo — y], <% von o. 

Man kann zwischen der minimalen und der schwachen Topologie noch weitere Topo- 
logien einführen, so etwa durch die Umgebungen [t— 9], < &, u beliebig aus *. Die schwache 
Topologie ist jedoch nach Definition die schärfste Topologie, die durch beschränkte Mengen 
aus /* erklärt ist und als Konvergenz die schwache Konvergenz ergibt. 

Wir brauchen im folgenden auch eine mit der starken Konvergenz zusammenhän- 
gende Topologie der vollkommenen Räume. 

Definition 3. N sei irgendeine beschränkte Menge aus 7*, e> 0, x eine Stelle aus }. 
Die Gesamtheit aller Stellen y aus 4, die der Ungleichung 

(3) - 9),<e 


genügen, bezeichnen wir als eine starke Umgebung von x. Die Gesamtheit aller dieser Um- 
gebungen heiße die starke Topologie von AM). 

Die vier Hausdorffschen Axiome ergeben sich wie oben. 

Da mit einer Menge N auch ihre normale Hülle beschränkt ist (vgl. K.T. $ 5, Satz2), 
kann man sich wie im Fall der schwachen Topologie auch hier auf die normalen starken 
Umgebungen [x — 4], < & beschränken. 

Satz 4. Ist x Limes der Folge x” im Sinne der starken Topologie, so ist x starker Limes 
von x" und umgekehrt. 

Der Begriff des starken Limes (und entsprechend dann der der starken Konvergenz) 
ist nach K.T. $5 so zu erklären: 





10) Vgl. K.T. $3, Satz 5. 
11) Die starke und die minimale Topologie sind bereits in K. T. eingeführt worden, vgl. S. 203, Anm. 15 und 
S. 197, Anm. 11. 
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Die Folge x") aus / heißt stark konvergent gegen r, x > r, wenn für jede beschränkte 
Menge N aus 4* Jim (£ — x), = ist. 


Nn>% 


Der Beweis von Satz 4 kann wie der von Satz 3 geführt werden. 
Jeder vollkommene Raum ist vollständig auch im Sinne der starken Konvergenz. 


Da schon starke und schwache Konvergenz verschieden sind (z. B. im Hilbertschen 
Raum o,), handelt es sich wieder um eine neue Topologie. In den Räumen, in denen starke 
und schwache Konvergenz identisch sind, ist jede beschränkte Menge begrenzt, also sind 
auch die starke und die schwache Topologie identisch. 


$ 2. Abgeschlossenheit und stetige Linearfunktionen. 

Eine Teilmenge M des vollkommenen Raumes 4 heißt schwach abgeschlossen (in K. 
$3 wurde dies mit „abgeschlossen“ schlechthin bezeichnet), wenn M mit jeder schwach 
konvergenten Folge auch den schwachen Limes enthält. Dies ist nicht die Abgeschlossen- 
heit im Sinne der minimalen Topologie. Denn in K. $5 wurde bewiesen, daß es im all- 
gemeinen Häufungsstellen im Sinne der minimalen Topologie gibt, die nicht Grenzstellen 
von schwach konvergenten Folgen aus M sind. Eine Menge, die im Sinne der minimalen 
Topologie abgeschlossen ist, wurde inK. als voll abgeschlossen bezeichnet. Wir bezeichnen 
sie hier als minimal top. abgeschlossen. 

Wie wir später sehen werden, braucht eine schwach abgeschlossene Menge auch im 
Sinne der schwachen Topologie nicht abgeschlossen zu sein. Wir erklären deshalb: 

Eine Menge, die alle ihre schwachen Häufungsstellen enthält, heiße schwach top. 
abgeschlossen. Schließlich hat man auch im Sinne der starken Topologie zwei Abgeschlos- 
senheitsbegrifle, einen, der verlangt, daß M alle starken Limites enthält, den anderen, 
der fordert, daß NM alle starken Häufungsstellen enthält. Wir bezeichnen sie mit stark 
abgeschlossen bzw. stark top. abgeschlossen. 

Eine schwach top. abgeschlossene Menge ist stets abgeschlossen, aber nicht um- 
gekehrt (vgl. K. $5). Dasselbe gilt für stark top. abgeschlossen und stark abgeschlossen 
(vgl. K. $5). Ferner ist eine schwach top. abgeschlossene Menge stets stark top. 
abgeschlossen und eine abgeschlossene Menge ist stets stark abgeschlossen. Die Beweise 
dieser Aussagen sind, soweit sie nicht angegeben sind, unmittelbare Folgen der Definitionen. 

Auch für die in einem linearen Teilraum « des vollkommenen Raumes 2 erklärten 
Linearfunktionen gibt es entsprechend mehrere Arten von Stetigkeit. Wir gehen nicht 
auf die minimale Topologie ein, die im folgenden nur eine geringe Rolle spielen wird. 

Eine Funktion u(r), die jeder Stelle r aus u S A eine komplexe Zahl zuordnet, 
heißt bekanntlich linear, wenn u(rr) = ru(r) für alle komplexen r gilt und wenn stets 
ur +Yy) =ulr) + u(y) ist. 

Nach K. $1 heißt u(x) schwach stetig in u, wenn aus re — r ın « stets u(x®) > u(t) 
folgt. u(x) heißt stark stetig in u, wenn aus x" > rin u stets u(r®) — u(r) lolgt. 

Die den beiden Topologien entsprechenden Stetigkeitsbegriffe ergeben sich oflen- 
bar so: 

Definition 1. Gibt es zu jedem x aus u und jedem e > O0 eine schwache (starke) Um- 
gebung von x, so daß |u(x) — u(y)| <e ist für alle y aus u, die der Umgebung angehören, 
so heiße u(r) schwach (stark) top. stetig ın u. 

Es genügt, die top. Stetigkeit von u(r) nur für die Stelle vo vorauszusetzen, daraus 
folgt sofort die top. Stetigkeit in ganz u. 

Über das Verhältnis dieser vier Stetigkeitsbegriffe gilt wiederum: Aus der schwachen 
top. Stetigkeit folgt die schwache Stetigkeit und die starke top. Stetigkeit, aus der starken 
top. Stetigkeit die starke Stetigkeit, aus der schwachen Stetigkeit die starke Stetigkeit. 
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Wir verzichten hier auf die Anführung von Beispielen, die die wirkliche Verschiedenheit 
dieser Stetigkeitsbegriffe zeigen, und verweisen auf Satz 1 und 3 von $8. 


Satz 1. Jede Stelle u des dualen Raumes 7* erzeugt in A eine Linearfunktion u(x) = ur, 
die stetig im Sinne aller vier Begriffe ist. 

Beweis. Daß ur schwach und stark stetig ist, wurde in K.T. $3, Satz 6 und $5, 
Satz 3 bewiesen. Nimmt man (rt — 9), < e als schwache Umgebung von r, so gilt für 
alle 9 dieser Umgebung |u(r) — u(y)| = |u(r — 9)| <e, also ist ur schwach top. 
stetig und damit auch stark top. stetig. 


Satz 2. Jede auf dem ganzen vollkommenen Raum } erklärte schwach stetige bzw. 
schwach top. stetige Linearfunktion wird durch eine Stelle des dualen Raumes 7* erzeugt. 

Beweis. Nach K.T. $3, Satz 6 gilt dies für schwach stetige Linearfunktionen. Da 
jede schwach top. stetige Linearfunktion auch schwach stetig ist, ist der Satz damit be- 
wiesen. 

Für stark stetige Linearfunktionen ist dies nicht mehr richtig (vgl. $8, Satz 2 
oder Hausdorff!?)). 


Satz 3. Eine auf dem linearen Teilraum u des vollkommenen Raumes ) erklärte Linear- 
funktion u(rt) ist dann und nur dann schwach top. stetig, wenn es eine begrenzte Menge M 
in 4* gibt, so daß für alle x aus u 

(1) u)|s (rt), 
ist. 

Beweis. a) Die Bedingung ist hinreichend. Ist e> 0 gegeben, so gilt für alle r aus 
der schwachen Umgebung (r), <e von o nach (1) ju(r)| <e, d.h. u(r) ist in o, 


also in ganz u schwach top. stetig. 
b) Die Bedingung ist notwendig. Ist u(r) schwach top. stetigin u, so gibt es eine 
begrenzte Menge M’ in 4* und ein m > 0 so, daß aus (r),, < m stets |u(r)| < 1 folgt. 


; 2 ’ i 
Setzt man db = u und bezeichnet man die Menge aller v mit M, so folgt aus (d., <2 


stets |u(r)| <1. Speziell ist für alle x mit (r), =1 auch |u(r)| <1, also |u(r), S (t),.- 
Da (rr)„, = |r| (X), ist, gilt (1) für alle raus « mit (r),, # 0. Ist schließlich (r),, = 0, also 
(Ey, <E für jedes e, so ergibt sich |u(r)| < e für jedes e, also ist u(r) = 0. Damit ist 
(1) auch in diesem Fall bewiesen. 

Analog ergibt sich 


Satz 4. Eine auf dem linearen Teilraum u des vollkommenen Raumes 7 erklärte 
Linearfunktion u(x) ist dann und nur dann stark top. stetig, wenn es eine beschränkte Menge 
N in 3* gibt, so daß für alle x aus u 


(2) ‚u(r)| S (tr), 


ist. 


$ 3. Die beiden Erweiterungssätze. 

Es sei N eine beschränkte Menge von Stellen aus 7*. Mit 7x sei die Gesamtheit 
aller Stellen z aus A bezeichnet, die zu allen u aus N orthogonal sind, für die also stets 
ur =0ist. Ay ist ein linearer Teilraum von A. Rechnen wir zwei Stellen r, y von A zur 
selben Restklasse nach Ay, wenn ihre Differenz in Ay liegt, so entsteht aus / ein neuer 


——— 





'2) F. Hausdorff, Zur Theorie der linearen metrischen Räume, Journal f. d. reine u. angew. Math. 167 (1931), 
S. 291—311; speziell S. 305. 
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lınearer Raum, der Differenzraum A — x. Wir bezeichnen die Restklasse, in der die 
Stelle r liegt, mit £. 
Satz 1. Führt man in A — Ay durch die Festsetzung 
(£), . (X)y — sup |vrl 
veN 


einen absoluten Betrag ein, so wird A — Ay zu einem linearen metrischen Raum. 
Beweis'?). Die Definition ist eindeutig, da (£), = (9), ist, wenn r— in A, liegt. 
Ferner gilt: 1. Es ist (ö), =0O und (f), FO für£ #0. 
2. Es ist offenbar (+9), = (&), + H),- 
3. Für jedes komplexe r ist (r£), = |r| (&),- 
Daher läßt sich die Entfernung von £ und $ in bekannter Weise durch (£ — ü), einführen. 
) — )x wird im allgemeinen nicht vollständig im Sinne der Metrik sein. 


Satz 2. u(rt) sei eine auf einem linearen Teilraum u von A erklärte Linearfunktion, 
zı der eine beschränkte Menge N in 4* existiert, so daß für alle x aus u 


(1) Iue)| = (tr), 
gilt: Dann läßt sich u(t) auf ganz A linear so fortsetzen, daß (1) für alle Stellen von A gültig 
bleibt. 

Beweis. Wir bilden den Differenzenraum A — A,. Durch die Festsetzung u(f) =u(r) 
erklären wir auf dem Raum ü aller Restklassen der Stellen aus « eine Linearfunktion. 
Diese Erklärung ist widerspruchsfrei. Denn für zwei Stellen r, 9) derselben Restklasse 
ist nach (1) |u(e — y)| Ss (£e — Yy),; dar — 9 aber in A, liegt, ist (E — 9), =0. Also 
ist u(£) = u(r) = u(ly) = uf). 

Die Linearfunktion u(£) ist in “t beschränkt im Sinne der Metrik von A — x, 
denn nach (1) und Satz 1 ist 

(1’) u@)| Ss (),- 

Nach dem Erweiterungssatz für lineare metrische Räume?) läßt sich aber jede auf 
einem linearen Teilraum erklärte beschränkte Linearfunktion mit derselben Schranke auf 
den ganzen Raum fortsetzen. Also läßt sich u(£) von & auf ganz A — /y so fortsetzen, 


daß (1’) gilt. Setzen wir schließlich u(r) = u(£) für jedes x aus A, so ist jetzt u(r) auf 
ganz A erklärt und aus (1’) folgt sofort (1) für alle x aus 2. 

Satz 3 (Schwacher Erweiterungssatz). Jede auf einem linearen Teilraum u des 
vollkommenen Raumes 4 erklärte schwach top. stetige Linearfunktion u(r) läßt sich durch 
eine Stelle u aus /* erzeugen. u kann so gewählt werden, daß eine auf u geltende Beziehung 


(2) Iu(e)| S (t)y; HM begrenzt in 7*, 


auch für die erweiterte Linearfunktion ur gültig bleibt. 


Zusatz. u(t) wird sicher dann durch eine Stelle aus A* erzeugt, wenn es ein vd ın 7* 
gibt, so daß 


(2a) Iu(e)| S [vr] 
für alle x in u gilt. 

Beweis. Nach $2, Satz 3 erfüllt u(r) eine Beziehung (2) auf ganz u. Nach $3, 
Satz 2 kann u(r) auf ganz A so erweitert werden, daß (2) gilt. Nach $2, Satz 2 wird 
schließlich die so erweiterte Linearfunktion durch eine Stelle u des dualen Raumes er- 
zeugt. Der Zusatz folgt aus $1, Satz 1. 





13) Zur Definition des linearen metrischen Raumes vgl. etwa die in Anm. 12 zitierte Arbeit. 
14) Vgl.z. B. F. Hausdorff, 1. e. !?), S. 306. 








iw 
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Satz 4 (Starker Erweiterungssatz). Jede auf einem linearen Teilraum u des voll- 
kommenen Raumes 4 erklärte stark top. stetige Linearfunktion u(r) läßt sich auf ganz A so 
fortsetzen, daß eine auf u geltende Beziehung 

(3) lu(z)| Ss (£),,; N beschränkt in 4*, 


auch für die erweiterte Linearfunktion gültig bleibt. 

Ist A stark separabel, so wird die erweiterte Linearfunktion stets durch eine Stelle aus 
)* erzeugt. 

Beweis. Der erste Teil des Satzes ergibt sich aus Satz 2 und $2, Satz 4. 

Nach K. $1 heißt ein vollkommener Raum 7 stark separabel, wenn in 4 eine ab- 
zählbare Menge von Stellen existiert, so daß jede Stelle aus A starker Limes einer Folge 
von Stellen aus dieser Menge ist. Nach K. $1, Satz 4 wird nun eine auf ganz A erklärte 
stark stetige (also erst recht eine stark top. stetige) Linearfunktion durch eine Stelle aus 
)* erzeugt. Damit ist auch der zweite Teil des Satzes bewiesen. 


$ 4. Beispiele. 
1. Der Hilbertsche Raum o, ist stark separabel. Wendet man $3, Satz4 an und 
nimmt für N die Menge aller u mit |u| = 2 |u, ” sk, so erhält man die aus der Theorie 
der metrischen Räume bekannte Beschränktheitsbedingung 


Iua)| skir) 
als hinreichend für die Fortsetzbarkeit von u(r). 
Genau so liegen die Verhältnisse in den Hölder-Rieszschen Räumen o, mit r >21. 
2. Der Raum o„ der beschränkten Folgen ') ist nicht stark separabel (vgl. z. B. 
K. $1). $3, Satz 4 ist deshalb nicht auf ihn anwendbar. Da o* = o, ist, ergibt der 
Zusatz zu $3, Satz 3 als hinreichende Bedingung für die Fortsetzbarkeit von u(r): 
Es gibt eine Folge von Zahlen v; > 0 mit konvergenter Summe, so daß 


(4) uns &ula 


auf ganz u gilt. 

Das Kriterium (1) läßt sich jedoch bedeutend verschärfen, wenn wir die begrenzten 
Mengen in o, wirklich bestimmen. 

Ist M eine begrenzte Menge aus o,, so muß insbesondere für die Folge 


u ER 9 DER 


sup [vd”] — sup 53 |v| =d, gegen Null konvergieren. Ist umgekehrt M eine solche 
veM vey T=n 


Menge, so ist M begrenzt, wie man leicht bestätigt. 
Damit läßt sich $3, Satz 3 sofort formulieren. Ein etwas schwächeres, aber dafür 
handlicheres Kriterium erhalten wir, wenn wir nicht alle begrenzten Mengen aus o, be- 


je +) 
[2 * U: [3 * 
trachten, sondern nur die Mengen P aller v aus o, mit I’ a <1, wo e& irgendeine 
i=1 


gegen Null konvergente Folge nichtnegativer Zahlen ist. Offenbar sind die Mengen ? 
begrenzt. Wie leicht zu sehen, ist für jedes x aus o, 


© ı | 
Vs | h 
sup |br| = sup >” —ı5e]| = sup &|&|. 
vep veP ei i 


i=1 


Beschränken wir uns also auf die Mengen P, so erhalten wir aus $3, Satz 3 den 





Vo 3%. $13. 
Journal für Mathematik. Bd. 178. Heft 4. 96 
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Satz 1. Eine auf einem Teilraum u von o„ erklärte Linearfunktion u(x) läßt sich 
durch eine Stelle u aus o, erzeugen, wenn es nichtnegative Zahlen eg — 0 so gibt, daß 


(2) Iu(r)| s sup & EA 


für alle x aus u gilt. 

3. Die konvergenzfreien vollkommenen Räume x !%) sind stets stark separabel (vgl. 
K. $1). Die schwache und die starke Topologie in x sind identisch, denn nach K.T. 
$ 15, Satz 4 sind schwache und starke Konvergenz identisch. 

Sowohl Satz 3 wie auch Satz 4 von $3 ergeben also als Fortsetzbarkeitskriterium: 

u(x) ist fortsetzbar, wenn es eine Stelle v aus x* so gıbt, daß 


(3) aß)| s [pr] 
ıst für alle x aus u. 

Dieses Kriterium kann noch verschärft werden. Es gilt 

Satz 2. Eine auf einem linearen Teiraum u des konvergenzfreien vollkommenen 
Raumes x erklärte Linearfunktion u(x) läßt sich durch eine Stelle des dualen Raumes er- 
zeugen, wenn es eine F-Menge F von x gibt, so daß u(t) = ist für alle auf dieser F- Menge 
verschwindenden Stellen von u. 

Beweis. Es genügt zu zeigen, daß es zu einer Linearfunktion u(x), die für alle auf 
F verschwindenden r Null ist, stets ein dv in x* so gibt, daß (3) erfüllt ist. Seien k,, Äa,... 
die Indizes der F-Menge. Jede Stelle r aus x ist auf F finit, wir können also den größten 
Index !, für den x;, noch von Null verschieden ist, als die Länge von x bezeichnen. 
A, Qu,» - Seien Stellen aus « mit sämtlichen vorkommenden Längen /, </, <... Dann 
ist jede Stelle 9 aus « von der Form 


y =, +-...+9%0,+9, 
wobei d auf F verschwindet. Also ist u(r) = %, u(a, ) +...+ y,u(a,). 

Anstatt jetzt die Stelle v durch sukzessive Bestimmung ihrer Koordinaten v, + 0 
festzulegen, so daß (3) erfüllt ist, konstruieren wir uns bequemer die gesuchte Fortsetzung 
von u(r) auf ganz x direkt. Wir fügen zu den a, die Einheitsstellen e,,, e.,, . . . hinzu, 
wobei die 2; genau alle von den /; verschiedenen Indizes aus F durchlaufen. Sei nun £ 


irgendeine Stelle aus x. x habe die Länge !in F. Durch Subtraktion von endlich vielen 
a, und e,, von kleinerer oder gleicher Länge erhält man aus g eine auf F verschwindende 


Stelle £. Es wird also 

(4) x = 2.0, +<%e,+8. 

Wir setzen nun u(e,,) =O und u(£) =O für jede auf F verschwindende Stelle { 
aus x, also 


(5) u(r) = Zzul(a,). 
Die so auf ganz x fortgesetzte Linearfunktion ist stetig: Eine Folge 
= 2°, +20, +E” 


ist nach K.T. $5, Satz6 und $15, Satz 3,4 nur dann konvergent, wenn sie koor- 


dinatenweise konvergiert und wenn die Längen der x) auf F beschränkt bleiben. Da die 
a, und e,, alle verschiedene Längen haben, folgt daraus, daß die Folgen #{” und Pu 
für festes i, j konvergieren und alle &{” und &” für i,j > k Null sind. Dann konvergiert 


Aa 


aber auch u(x”) = F.3” u(,); u(x) ist damit stetig auf x fortgesetzt, wird also nach 
$2, Satz 2 durch eine Stelle aus x* erzeugt. 





16) Vel. K.T. $18. 
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$5. Die Orthogonalraumsätze. 


Als Orthogonalraum w von u = A bezeichnet man die Gesamtheit aller Stellen ı 
des dualen Raumes /*, für die ur = 0 für alle x aus „ ıst. z heißt orthogonalabgeschlossen, 
wenn 4 = u Ist. 

In K. $6 wurde bewiesen, daß jeder minimal top. abgeschlossene Teilraum eines 
vollkommenen Raumes orthogonalabgeschlossen ist und umgekehrt. Wir beweisen hier 
zwei Verschärfungen dieses Orthogonalraumsatzes. 


Hilfssatz 1. /st der lineare Teilraum u des vollkommenen HRaumes 4 schwach top. 
abgeschlossen, 4 eine nicht in w liegende Stelle aus }, so gibt es eine schwach top. stetige 
Linearfunktion auf dem von u und 4 erzeugten linearen Raum u,, die auf nu Null, auf y 
gleich 1 ıst. 

Beweis. jı, besteht aus allen Stellen3 =r-+rY, raus u, r beliebig komplex. Setzen 
wiru(t-+r)) =[r, so ist auf «, eine Linearfunktion erklärt, die auf z verschwindet und 
für 9 den Wert 1 annımmt. Es muß gezeigt werden, daß u(z3) schwach top. stetig ist. 
Da u schwach top. abgeschlossen ist, ist y nicht schwache Häufungsstelle von «. Es gibt 
daher eine begrenzte Menge M aus 7*, so daß 


(1) E+NM,„Z1 
ist für alle x aus u. Ist 3 = rt + ryY eine beliebige Stelle aus w,, so folgt aus (1) 
(2) e+rny),zir 
für alle xaus ». Da andererseits | u(e + ry)| = |r|ist, gilt für allezaus », |uß)!<S (3),,- 


u(3) ıst nach $ 2, Satz 3 also schwach top. stetig. Daraus folgt nun 


Satz 1 (Schwacher Orthogonalraumsatz). Ein schwach top. abgeschlossener Teil- 
raum eines vollkommenen Raumes ist stets orthogonalabgeschlossen und umgekehrt. 

Beweis. a) u seischwach top. abgeschlossen. Wäre z„ nicht orthogonalabgeschlossen, 
so gäbe es eine Stelle y in A, die nicht in « liegt, für die aber ebenfalls uy = O0 für alle ıı 
aus « wäre. Nach Hilfssatz 1 gibt es dann eine auf „ verschwindende Linearfunktion 
u(3) mit u(y) =1. u(3) wird nach dem schwachen Erweiterungssatz durch eine Stelle 
u aus /4* erzeugt. Es wäre also ur = O für alle r aus «, aber uy = 1, im Widerspruch 
zur Annahme. 

b) Die Umkehrung ist schon in K. $6, Satz 1 bewiesen worden. 

Leitet man den Hilfssatz 1 entsprechenden Satz für die starke Topologie ab 
und verwendet den starken Erweiterungssatz, so ergibt sich 

Satz 2 (Starker Orthogonalraumsatz). Ein stark top. abgeschlossener Teilraum 
eines stark separablen vollkommenen Raumes ist stets orthogonalabgeschlossen und umgekehrt. 


$ 6. Lösbarkeitskriterien für Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten. 


Wir wenden unsere Ergebnisse auf Gleichungen mit unendlich vielen Unbekann- 
ten an. 


A = (a;.) sei eine Matrix, die auf alle Stellen r eines vollkommenen Raumes an- 


[es 
wendbar ist, und es sei Ar = (Z Art, = Ag, » - .) stets eine Stelle des vollkommenen 


Raumes „. Aus der Normalität von A (vgl. K.T. $3, Satz 4) folgt, daß alle Summen 


= Q;:%; absolut konvergent sind. Wir untersuchen die Frage, für welche c aus « das 


Gleichungssystem 
(1) Ar= ec, d.h. = Art: = 6 G=1, 2...) 


eine Lösung in A besitzt. 
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Nach K.T. $8, Satz 2 gilt für das dreifache Produkt v(Xr) -2 2 A;x%r, D aus 


u*, x aus A, stets das Assoziativgesetz v(Ar) = (vA)r u... (2 v ai) %. Daraus folgt 


sofort, daß die zu X transponierte Matrix X’ den Raum „* in A* abbildet: A’ ist auf jedes 
b aus „* anwendbar und X’v liegt in A*, da ja x(W’v) = (vpA)r für alle r aus A*H* =} 
absolut. konvergiert. 

Nach K.T. $8, Satz 1 ıst die Abbildung r auf Ar von A in „ schwach stetig, d.h. 
für jede schwach konvergente Folge x”) aus A gilt Ar” — WA lim x®. Umgekehrt wird 
jede schwach stetige lineare Abbildung von 4 in einen Teil von durch eine Matrix W 
erzeugt. 

Satz 1. W bilde den vollkommenen Raum 4 ın einen Teulraum des vollkommenen 
Raumes u ab, c sei eine Stelle aus u. (1) ist dann und nur dann durch ein x aus } lösbar, 
wenn durch 

(2) z(W dv) = de 
auf W(u*) eine im Sinne von A* schwach top. stetige Linearfunktion eindeutig erklärt ist, 
d.h. wenn es in A eine begrenzte Menge M gibt, so daß für alle v aus u* 


(3) ve] < (Wo), 
gilt. 
. Zusatz. (1) ıst speziell dann lösbar, wenn es ein 4 in A so gibt, daß für alle v aus u* 
(4) del S [WHY] 
ıst. 


Beweis. a) Die Bedingungen sind hinreichend. Daß durch (2) jeder Stelle aus 
W(u*) eindeutig ein z(W’v) entspricht, und daß die so erklärte Linearfunktion schwach 
top. stetig ist, ist nach $2, Satz 3 mit (3) gleichbedeutend. Nach dem schwachen Er- 
weiterungssatz wird z(WX’v) durch eine Stelle x aus Z** =} erzeugt, d.h. es ist 
(Wo) = dUr = dc für alle v aus «*. Setzt man für b der Reihe nach e,, e,,.... ein, so 
ergibt sich Yr = c, d.h. (1) ist lösbar. 

b) Die Bedingungen sind notwendig. Ist r Lösung von (1), so setze man M =. 
Da ve = vXt ist, gilt |ve] S |(vA)r]| für alle v aus u*. 

Der Zusatz folgt aus dem Zusatz zu $3, Satz 3. 

Nach K. $1, Satz 2 ist ein vollkommener Raum / dann und nur dann stark se- 
parabel, wenn in seinem dualen Raum #* der Grenzstellensatz gilt, d.h. wenn jede un- 
endliche beschränkte Menge eine schwach konvergente Teilfolge enthält. Berücksichtigt 
man dies, so ergibt sich auf dieselbe Weise 

Satz 2. W bilde den vollkommenen Raum }, in dem der Grenzstellensatz gilt, in einen 
Teilraum des vollkommenen Raumes u ab, c sei eine Stelle aus u. (1) ıst dann und nur 
dann durch ein x aus A lösbar, wenn durch (2) auf W'u* eine im Sinne von )* stark top. 
stetige Linearfunktion erklärt ist, d.h. wenn es in A eine beschränkte Menge N gibt, so daß 
für alle v aus u* 

(5) de] Ss (Ur), 


sılt. 


Satz 1 und 2 können formal noch etwas vereinfacht werden. Eine Abbildung W 
von A in u kann stets auch als Abbildung von / in » aufgefaßt werden, ® der Raum 
der Stellen (&,,%3,...) mit beliebigen komplexen Koordinaten. Der duale Raum zu © 
ist @, der Raum der Stellen (x,,.. -, &n, 0,0,...) mit nur endlich vielen von Null ver- 
schiedenen Koordinaten. Diese Auffassung der Gleichung (1) hat zur Folge, daß wir 
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uns in (3) und (5) auf die finiten Stellen vd beschränken können. Ferner kann als rechte 
Seite jede Stelle zugelassen werden. Von X braucht nur vorausgesetzt zu werden, daß U 
auf alle Stellen von 4 anwendbar ist. 


Auch die Orthogonalraumsätze haben unmittelbare Bedeutung für die Gleichungs- 
theorie. Wir nennen nach Hausdorff !2) ein Gleichungssystem (1) normal auflösbar, wenn 
die offenbar notwendige Lösbarkeitsbedingung, daß für jedes u aus „* aus u = o stets 
uc = 0 folgt, auch hinreichend ist. 

Satz 3. Ein Gleichungssystem (1) ist dann und nur dann normal auflösbar, wenn 
der Bildraum (7) ın u schwach top. abgeschlossen ıst. Gut in u der Grenzstellensatz, so 
genügt die starke top. Abgeschlossenheit von U(}). 


Beweis. Die normale Auflösbarkeit von (1) ist offenbar gleichbedeutend damit, 
daß der Bildraum W(?) in x orthogonal abgeschlossen ist. Die beiden Orthogonalraum- 
sätze ergeben unmittelbar die Behauptung. 


$ 7. Spezielle Gleichungssysteme. 

1. Ein vollkommener Raum /# heißt metrisch, wenn in / eine lineare Metrik so er- 
klärt werden kann, daß die metrische Konvergenz mit der starken Konvergenz zusammen- 
fällt. 

Nach K. T., S. 203, Anm. 14 ist 4 dann und nur dann metrisch, wenn es in i* eine 
beschränkte Menge U gibt, so daß jede andere beschränkte Menge N aus 7* für geeig- 
netes r> 0 Teilmenge von rÜ ist, wobei rÜ die Menge aller Stellen ru, u aus U, ist 18). 
Die Metrik in A ist durch |r| = (r), gegeben. #* ıst dann ebenfalls metrisch mit der 


Metrik |u| = sup |ur|. Gilt ın 4 überdies der Grenzstellensatz, so ergibt $6, Satz 2 
ri=1 


das aus der Theorie der metrischen Räume bekannte Lösungskriterium 'P) 


Satz 1. A sei ein vollkommener metrischer Raum, ın dem der Grenzstellensatz gılt. 
A sei auf alle Stellen von A anwendbar, a; seien die ın A* liegenden Zeilen von X. Die Glei- 
chung 


Ar=c 


ıst dann und nur dann in A lösbar, wenn es eine Konstante k so gıbt, daß für alle komplexen 





17) Ve. Le. 2). 

18) Wir deuten den in K.T. nicht ausgeführten Beweis dieser Tatsache kurz an. 

a) Es gebe eine solche Menge U. Dann führt man durch |r| = sup |vr| in A eine Metrik ein. Der nach $3 
Deu 


zu U gehörige Raum /,, ist in diesem Falle die Nullstelle o. $3, Satz 1 ist also der Beweis dafür, daß eine lineare 
Metrik entsteht. Ferner folgt aus N < rU sofort die Identität von |x”’| >0 mit x” = o. 


b) A sei vollkommen und metrisch. Es genügt zu zeigen, daß die beschränkten Mengen von / mit den im 


Sinne der Metrik beschränkten übereinstimmen. Die Menge aller u aus /* mit sup Jug|<1 ist dann 
lel=1 


die gesuchte Menge U. Sei erstens M metrisch beschränkt. Wäre es nicht beschränkt im gewöhnlichen 
Sinn, so gäbe es eine Stelle u in A* und eine Folge x") aus M mit ur] > n?. Die Folge n y”) ist dann me- 
trisch konvergent gegen o, also stark konvergent gegen o, es würde aber u - ze > n sein im Widerspruch dazu. 

Sei zweitens M beschränkt, aber nicht metrisch beschränkt. Dann gäbe es eine Folge x") in M, so daß sogar 
2m nicht metrisch beschränkt wäre. Der Widerspruch ergibt sich jetzt daraus, daß 2 gi) stark konvergent, 


> . . . - 1 r . .. 
aber nicht metrisch konvergent sein müßte. Die starke Konvergenz von 2 x*) folgt so: Ist N eine beschränkte 


un -. n ) 3 um 1 
Menge in #*, so existiert nach K.T. $ 5, Satz 1 sup Ir”) —= K. Also ist sup 'd “= ym) <s en d.h. <z im > 0. 
veN,n veN 


19) Vgl. etwa B., S. 57, Th. 5. 
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"isn. in, n beliebig, 
| 








n 
2 uU 
6=1 


ıst. Der Absolutbetrag auf der rechten Seite ıst im Sinne der Metrik von 4* zu bilden. 
Daß die Bedingung hinreichend ist, ist sofort zu sehen. Die Notwendigkeit ergibt 
sich daraus, daß die Lösung x auf W(A*) eine im Sinne der Metrik von 4* beschränkte 


L,inearfunktion ist. 
2. In o, gilt der Grenzstellensatz nicht. $4, Satz 1 und $6, Satz 1 ergeben hier 


die eine Hälfte von 
Satz 2. W sei auf alle Stellen von o, anwendbar. Die Gleichung 
Sg = 6 
ıst dann und nur dann in o, lösbar, wenn es eine Folge von Zahlen 0, >, gıbt, 
so daß für alle komplexen v,,..., in, n beliebig, 


| z VG 


ji= 


sk 








ıst. 

Die Notwendigkeit folgt leicht daraus, daß es zu einer Lösung r mit = I|2;] < oo 

stets eine Folge e;— 0 gibt, sodaß 4 <1 ist. 
Fe 

Dieser Satz ist vor kurzem auf anderem Wege von M. Eidelheit ?°) bewiesen wor- 
den. Er ist, wie wir in $4 gesehen haben, nicht das schärfste Kriterium, das aufgestellt 
werden kann. 

3. Auch der Hauptsatz in $2 der angegebenen Arbeit von M. Eidelheit ist, soweit 
er vollkommene Räume betrifit, eine einfache Folge unserer Sätze. 

) sei ein metrischer vollkommener Raum. Es sei nun , > 0, e; >0. Wir bilden in A die 
Menge M aller finiten Stellen y® (i gibt die Länge an) mit |y®| <s e;, wobei der absolute 
Betrag im Sinne der Metrik in 4 genommen ist. Durchläuft x® alle Stellen der Länge = n 
aus A vom Betrage < 1, so ist sup |x® u | gleich dem absoluten Betrage des n-ten Abschnittes 


i„ von u. Also ist sup | yu| = sup e;|u;|. Ist nun u® eine gegen o schwach konvergente Folge, 
EM i 
so ist |um| < k, ferner |u@| < |um| < k. Daraus und aus der koordinatenweisen Kon- 


vergenz der u® folgt sofort sup e,\u®| >0, d.h. M ist eine begrenzte Menge aus /. 
$6, Satz 1 ergibt daher 
Satz 3. A sei vollkommen und metrisch. U sei auf alle Stellen von A anwendbar, a; 
sei der i-te Abschnitt der j-ten Zeile von X. Die Gleichung 
Ar=t 
ist in A lösbar, wenn es eine Folge von Zahlen  Z0, g —0 gibt, so daß für alle kom- 
plexen v,,..., %n,n beliebig, 








n | 
3 v;0%! 
je 





n 
z u; S sup & 
er ® 


ıst. 

Satz 3 kann übrigens ohne Mühe auf beliebige nichtmetrische vollkommene Räume 
verallgemeinert werden. Er gibt wiederum das Kriterium $6, Satz 1 nicht in voller 
Schärfe wieder. Die Voraussetzung von Eidelheit, daß A stark separabel ist, ist nur 
für die Umkehrung von Satz 3 erforderlich, deren Beweis wir nicht ausführen. 





20) Vgl. 1.c.®). 
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4. In den konvergenzfreien vollkommenen Räumen ergibt sich aus $4, Satz 2 
und $6, Satz 1 oder 2 sofort 


Satz 4. x sei ein vollkommener konvergenzfreier Raum. X sei auf alle Stellen von x 
anwendbar. Die Gleichung 


Mn - 


ist dann und nur dann lösbar, wenn es eine W-Menge W von x gibt, so daß ve = ist für 
alle finiten v, deren Bilder X’'v auf W verschwinden. 

5. Die Bedingung für die Lösbarkeit eines inhomogenen endlichen Gleichungs- 
systems \r = c ist bekanntlich die, daß jede lineare Abhängigkeit zwischen den Zeilen von 
Y auch für die Koordinaten von c gilt. Nach $ 6 ist diese Bedingung auch mit der normalen 
Auflösbarkeit eines unendlichen Gleichungssystems gleichbedeutend, wenn W als Abbil- 
dung von / in » aufgefaßt wird. In » ist nach K. $5 jede Häufungsstelle Grenzstelle, 
also ergibt $6, Satz 3 den 


Satz 5. Ar = c sei eine Gleichung mit einer auf alle Stellen von A anwendbaren Ma- 
trix. Dann und nur dann, wenn YA?) in » abgeschlossen ist, ist die notwendige Lösbarkeits- 
bedingung, daß jede finite lineare Abhängigkeit zwischen den Zeilen von W auch für die 
Koordinaten von c gilt, auch hinreichend. 


$8. Der erste Umkehrsatz. 


In $3 bewiesen wir, daß in stark separablen Räumen jede stark top. stetige Linear- 
funktion u(r) von einem Teilraum auf den ganzen Raum erweitert werden kann. Daraus 
folgt, daß jede stark top. stetige Linearfunktion auch top. stetig ist. Wir beweisen nun 


Satz 1 (Erster Umkehrsatz). /st / vollkommen und nicht stark separabel, so enthält 7 
einen Teilraum v, auf dem eine stark top. stetige Linearfunktion u(x) erklärt werden kann, 
die nicht top. stetig ist und daher nicht durch eine Stelle aus 4* erzeugt werden kann. 


Beweis. 1. Nach K. $ 1, Satz 2 und 3 gibt es in einem nicht stark separablen Raum 
eine Stelle f, deren Abschnitte f, nicht stark gegen f konvergieren. Es gibt also eine be- 


schränkte Menge M, von Stellen u aus /* und eine Folge n; von natürlichen Zahlen, 
so daß 

(1) sup [u(t — ,,)]> m > 0 5 7 Wan 

veM, 
ist. 

Hilfssatz. f läßt sich als Summe f + f® zweier Stellen f? und f® schreiben, 
deren Koordinaten nie gleichzeitig von Null verschieden sind und deren Abschnitte ebenfalls 
nicht stark gegen X bzw. konvergieren. 

Beweis. Wir bezeichnen den m-ten Abschnitt von f— #, mit Em: nm Ist also 
eine Stelle, deren (zn + 1)-te bis m-te Koordinate mit den entsprechenden Koordinaten 
von f übereinstimmt, deren übrige Koordinaten aber verschwinden. %.„ bezeichne 
eine Stelle, die bis zur m-ten Koordinate mit f,,„ übereinstimmt und deren spätere 
Koordinaten A$"”” dem absoluten Betrage nach kleiner als |k;|, sonst beliebig sind. 

Wir können nun /, so groß wählen, daß 


(2) sup [uf,,,,] > m 


ueM, 
ist für alle %,.. Denn nach (1) gibt es ein u® in M, so, daß [u®f,]> m-+ e ist. 
0 
Geht man dann mit /, so weit, daß lu ki < e wird, so ergibt sich (2) unmittelbar. 
ıtr 
Wir wählen ferner 1, > 1, so, daß für alle X, ., 


sup [uf,,,] > m 
ueM, 
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ist, wobei m, das erste n; > I, bezeichnet, usw. Allgemein sei die Folge 
N, =m, <I, <m <<... 
so bestimmt, daß 


(3) sup [uf„,.,]> m 
veM, 


ist für alle n,.,- 

Wir teilen nun die natürlichen Zahlen in zwei Klassen A und Bein. In die Klasse A 
kommen die Zahlen1 sn <sIl,,<n<sl,l,<n<S[l,,...,in die Klasse B die übrigen. 
f sei die Stelle, die auf A dieselben Koordinaten wie f hat und auf B Null ist, £® die 
umgekehrt gebildete. Dann ist f = DL, Dam _ nn. von der (ma«_ı + 1)-ten 


. . . . . . . ' 
bis zur /g_,-ten Koordinate mit f übereinstimmt, ist  — m, eine Stelle n,,_..14_,- 


Nach (3) ist also 
sup [ut — m. > m, 
ueM, 
d.h. die Abschnitte von f” konvergieren nicht stark gegen f". Dasselbe gilt für fM. 

Wir bemerken, daß die Konstante m in (1) auch für f” und f® gilt. 

2. Wir konstruieren jetzt den Teilraum ». 

f’ besitzt unendlich viele von Null verschiedene Koordinaten. Ihre Indizes fassen 
wir zur Menge C zusammen, D sei die Menge der übrigen Indizes. Durch unendlich- 
oftmalige Anwendung des Hilfssatzes auf f® erhalten wir unendlich viele sich in den 
Nichtnullen nicht überdeckende Stellen q®, die wir bei entsprechender Einteilung von J) 
in unendlich viele abzählbare Teilmengen D, so schreiben können: 

am = (0;0,...,0,39,0,...). 
Das erste 0 bedeutet, daß q® auf ganz C’ verschwindet. 

Jede Stelle u des dualen Raumes schreibt sich entsprechend der für A vorgenom- 
menen Aufteilung der Indizes ebenfalls in der Form u = (u; um, u®,...). Nach dem 
Hilfssatz gilt nun 


(4) sup [u (3 — 39)]> m> 0 
veM, q 
für eine Folge n® <n® <... natürlicher Zahlen. Dabei soll n‘P) die n{P)-te Koordinate 


aus D, sein, nicht die n/”-te Koordinate überhaupt. m) ist daher der n/”’-te Abschnitt 
g 


der nur auf D, erklärten Stelle 3. 
Wegen der Normalität von A gibt es in A eine Stelle 
I = (0, L TE ) 
rk 
mit 


r \ 1 
(5) t, > k2 und z Cor >D. 
k 


Unter e;. verstehen wir allgemein die Stelle, deren k-te Koordinate in der i-ten 
Abteilung 1 ist und deren übrige Koordinaten verschwinden. Wir setzen nun für alle 
p,g=1,2,... 

(6) Ag = tplgeoo + typ + (05 0,. . ., 0, tatlz 


" 


A, Ist eine Stelle, die nur in der O-ten und p-ten Abteilung von Null verschieden ist. 
» sei der Raum aller endlichen Linearkombinationen der a,,. Eine Stelle aus » 








ee Ne 
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hat offenbar die Form 


MD) Zole = (z Cpalpla, & Cala, - sera — ee) 


3. Auf » werde nun die gesuchte Linearfunktion konstruiert. 


Durch die Festsetzung u(a,,) = (— 1)”t,t, ist wegen der Linearitätsbedingungen 
offenbar eine Linearfunktion auf » eindeutig erklärt. Wir haben zu zeigen, daß u(r) auf » 
stark top. stetig ist. 


Sei [y],,, < ö eine durch unsere Menge M, bestimmte normale starke Umgebung 
von 0. Wir behaupten, daß in dieser Umgebung von o nur Stellen I c,,0,, mit 


(8) rt 
‘ m t, 
liegen. Ist nämlich 2 [12 Cpg lg] < 6, so muß erst recht, wie aus (7) unmittelbar 
hervorgeht, 
(9) [u = ld” — 3,@)] <o 


sein. Nun gibt es in der endlichen Summe & ee ein größtes g, etwa q,, und he 3m 
Pq q 


ist von der In? + 1)-ten Koordinate ab gleich 3? — ön,,- Also folgt aus (9) unter Ver- 
nachlässigung der ersten g, Glieder des skalaren Produktes 

(10) |< Cala | [u (3 — 4, )] <o0. 
Der dritte Faktor der linken Seite ist aber nach (4) für geeignetes u aus /, größer als m, 
d.h. es gilt (8). 

Sei nun 07947, eine Stelle aus [y],,, < 6. Nach der Definition von u(r) und wegen 
(3) ıst dann 


Ö | 
stEc a) sul <— I —. 
| ( aA) == NT rg’g m — 1 
1 
Nach (5) ist aber > 2 konvergent, für genügend kleines ö wird also |u(I0,,0g)) <& 


für alle Ic,,0,, aus [Y],,, < 9; d.h. u(r) ist auf » stark top. stetig. 
Wir zeigen schließlich, daß u(r) nicht auf ganz / fortsetzbar ist. Wäre u(r) auf 
ganz A fortsetzbar, so wäre u(r) insbesondere schwach stetig auf A. Nun ist 


RR s (p) „P) \ _ | 
lım Fuer Ang = oo an 2 n ” eo» u t, lım (3 Casa 3,0) _—— oo 2 2 Cop b) 
q 


et | pP g>» lt» 


a 1 re Er 3 
also müßte uleu -1- : eo) — (— 1)? sein. Es ist ferner nach (5) lim (eu u. r &or) = 0, 
p>» p 


es müßte daher auch u|eoo + - co) — (— 1)? einen Limes haben, was nicht der Fall 
' . ’ ’ 
ist. u(g) ist nicht schwach stetig auf A fortsetzbar, ist also sicher nicht top. stetig 


auf ». ‘Damit ist der erste Umkehrsatz bewiesen. 


Der Raum der auf ganz erklärten schwach top. stetigen Linearfunktionen werde 
als der schwach konjugierte Raum 4’ zu A bezeichnet. Der schwach konjugierte Raum 
ist stets gleich dem dualen (vgl. K. T. $3, Satz 6). Analog sei der stark konjugierte 
Raum 2' der Raum aller auf ganz A erklärten stark top. stetigen Linearfunktionen. Be- 


rücksichtigt man $3, Satz 4, so folet aus Satz 1 sofort die eine Hälfte von 
Journal für Mathematik. Bd. 178, Heft 4, 97 
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Satz 2. Der stark konjugierte Raum eines vollkommenen Raumes A fällt dann und 
nur dann mit dem dualen Raum zusammen, wenn 4 stark separabel ıst. 

Daß die Bedingung auch hinreichend ist, wurde bereits in K. $1, Satz 4 bewiesen. 
Damit ist auch ein von St. Banach aufgestelltes Problem ?!) im Bereich der vollkommenen 
Räume gelöst: Es wird gefragt, ob in metrischen stark separablen Räumen aus der Über- 
einstimmung von A mit (A')' der Grenzstellensatz folgt. Ist (A')’ = A, so muß A! = 7* 
und (2*)' = (7*)* sein. Nach Satz 2 ist also A* stark separabel. Nach K. $1, Satz 2, 
gilt dann aber in A der Grenzstellensatz. Diese Schlußweise gilt offenbar für beliebige, 
auch nichtmetrische stark separable vollkommene Räume. 

Satz 3. Ist A nicht stark separabel, so gibt es stets eine auf einem geeigneten Teilraum 
erklärte schwach stetige Linearfunktion, die nicht schwach top. stetig ist. 

Beweis. Es genügt zu zeigen, daß die im Beweise von Satz 1 konstruierte Linear- 
[unktion u(r) auf » schwach stetig ist. Ist eine Folge & cDa,, gegen o schwach konvergent, 
so ist sie beschränkt und koordinatenweise konvergent. Die zweite Bedingung ergibt 


(11) lim zn, =(. 


i>o» 1 
Aus der ersten Bedingung und K. T. $5, Satz 1 folgt 
sup |u&c®a | <k 


ueM, Pa Pa m 
unabhängig von ı. Da M, als normal angenommen werden kann, ergibt sich daraus 
yr 2 r,,(2) (i) (p) (p) 
(9) 9 Zen, a] <k. 


Wie im Beweise von Satz 1 folgt daraus (8) für k statt ö. Daraus und aus (11) ergibt 
sich leicht 


(12) lim 21, 201,| =0. 


i>o P pq 


Dann ist aber auch u(F )a,,) = & (— 1)Pt, & ct, gegen 0 konvergent, also ist u(k) 
P,q4 p q 


schwach stetig auf ». 

In K. $2 haben wir die höheren Ableitungen v’, v’’,... eines Teilraumes eingeführt 
und einen Teilraum als regulär bezeichnet, wenn entweder » oder »’ abgeschlossen ist. 
Die in K. $4 gemachte Behauptung über die Existenz nicht regulärer Teilräume läßt 
sich jetzt ohne Schwierigkeiten aus unserem Beispiel ableiten. Es gilt 


Satz 4. In jedem nicht stark separablen vollkommenen Raum gibt es nichtreguläre 
lineare Teilräume. Ist A ein metrischer vollkommener Raum, so ist also A dann und nur 
dann stark separabel, wenn jeder lineare Teilraum von A regulär ist. 

Beweis. Wir zeigen, daß der im Beweis von Satz 1 konstruierte Teilraum » nicht 
regulär ist. Am Schlusse von 3. haben wir dort bewiesen, daß e,9 schwacher Limes von 
Limites von Stellen aus » ist, &,, ist also eine Stelle aus »”. 


e0 liegt aber nicht in »’; denn wäre Sc} a,, > Ey, So würde aus der koordinaten- 
weisen Konvergenz (11) folgen, ferner aus der Beschränktheit (8) mit M statt ö. Nach 


dem Beweise von Satz 3 gilt dann (12), andererseits ist aber lim St, & ch)t, der Limes 
i>o P 9 

der (0, O)-ten Koordinaten der Folge & c) a,,, der gleich der (0, O)-ten Koordinate von ey, 

also gleich 1 sein müßte. 


Die andere Hälfte der Behauptung über metrische Räume wurde bereits in K. 
$4, Satz 1 bewiesen. Ist A nicht metrisch und stark separabel, so kann es nach K. $> 
durchaus nichtreguläre Teilräume enthalten. 


21) Vgl. B.S. 243, $9, 
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$ 9. Der zweite Umkehrsatz. 


Der erste Umkehrsatz ist insofern unbefriedigend, als der Raum » im allgemeinen 
nicht Bildraum einer Matrix B zu sein braucht, die A in sich abbildet. Es läßt sich damit 
also nicht ein Gleichungssystem Br = c aufstellen, das unlösbar ist, obwohl die Linear- 
funktion z(vB) = ve stark top. stetig ıst. Durch weiteren Ausbau des Beispiels von 
$8 läßt sich auch dieses Problem beantworten. 


Satz 1 (Zweiter Umkehrsatz). 7 sei ein vollkommener Raum, in dem der Grenz- 
stellensatz nicht gilt. Dann gibt es eine Matrix B, die A in sich abbildet, und eine Stelle c 
in A so, daß die Gleichung 

Br=e 
unlösbar ist, obwohl durch x(vB) = ve, d in A*, eine stark top. stetige Linearfunktion er- 
klärt ist, obwohl also die Bedingung (5) aus $6 erfüllt ıst. 

Wir schicken dem Beweis dieses Satzes einen Hilfssatz voraus. /* ist nach K. $ 1, 


Satz 2 nicht stark separabel. a,, seien die im Beweise des ersten Umkehrsatzes konstruierten 
Stellen in /* (vgl. Formel (6) aus $8). Wir behaupten den 


on 


Hilfssatz. Es gibt Zahlen r,, > 0 so, daß alle Stellen S Apadı mil dpg| SZ Tpg eine 
r . . P,9= 
beschränkte Menge N ın 7* bilden. 
Beweis. Die 3” — 3.) sind Ausschnitte aus der Stelle f, gehören also alle einer 
q 


09 
beschränkten Menge in /* an. Nach K.T. $5, Hilfssatz ist daher I c_(3” — 3%),) stets 
p,g=1 Pa“ OP) 
| ( 


0D 


schwach konvergent, wenn = Co! konvergiert. Aus dem Beweise dieses Hilfssatzes 
P,9= 


KR) 


folgt sogar, daß wenn Ic, | < © ist, alle Stellen 25, (3 3,09) mit |b 
7 


7 | = | €, 
vq pq 


eine beschränkte Menge bilden. Ferner bilden die Stellen : 0» eine beschränkte Menge, 
p 


da sie nach $8, (5) mit p > oo sogar gegen vo schwach konvergieren. 


on 
Es sei 0, P,9 = 1, 2,..., eine Doppeliolge positiver Zahlen mit 2 0, = M < oo, 
p.9= 
Setzen wir nun 
0 
(1) Tag = nn ’ 
ui, 


so bilden sämtliche = Apglıpg mit |d,,| S r,, eine beschränkte Menge. Denn a,, hat die 


in $8, (6) angegebene Gestalt. Wegen (1) und der Überlegungen am Anfang des Beweises 


eine beschränkte 


bilden die & d 1 1 Em 3m) eine beschränkte Menge. Da auch die n 7 


p 


0 
Menge bilden und wegen it, > p? auch I |d tt) < 3 -”"<s Lo, = M ist, bilden auch 
p popıa t, pq 
alle I d,,t,€op und alle FI d,,t»1t,e00 eine beschränkte Menge und damit die I d,,ay. 


Beweis des zweiten Umkehrsatzes. 1. Wir konstruieren die Matrix ®. 


0) 
Q = 8 84% sei eine Stelle aus A mit unendlich vielen positiven Koordinaten an 
4,k= 


den Stellen (m, n) 22). (m’,n’) seien die restlichen Paare. u liegt nur dann in 2*, wenn 


(2) RUE. 


Em,n 


®*) Im Raum 9 aller finiten Stellen gilt der Grenzstellensatz (vgl. K. $1), daher ist A=F p und es gibt minde» 
stens ein solches 9. 


27*+ 
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ist, wo C eine von m, n unabhängige Konstante bedeutet. Andernfalls könnte man wegen 
der Normalität von A sofort eine Stelle y in A so finden, daß das skalare Produkt uy 
divergent wäre. Ebenso ist eine Menge von Stellen u in 4* nur dann beschränkt, wenn (2) 
für alle u der Menge mit einem festen € gilt. 


Wir ordnen nun den e„, aus A* die Stelle o als Bild zu, den e„,„ die Stellen c„ndp, .,- 
Die (p,, 9,) sollen, wenn m, n alle oben angegebenen Indizespaare durchläuft, alle Paare 
ganzer Zahlen durchlaufen; die c,„„ seien durch 


[2 ® Bon 
(3) M — Mın (. PR Ei r R 1 


Pm "In 
erklärt. Dann sei ® die Matrix mit den Zeilen b,,„ =D, Dan = Cmndp,, 
2. B liegt in Z(}) ®). 
B sei die Transformation, die allgemein der Stelle u = I uywEmn + I Unn En 


ac C 
aus 4* die formale Summe d = I un Cnmdp, „a, zuordnet. Nach (2) ist |u.m| S —— , also 


mn 


nach (3) |uymCnn| Z Crp,o,. Die unendliche Summe dv konvergiert also schwach nach 
| Hmm Cmn | Pm@n 


dem Hilfssatz und stellt eine Stelle aus /* dar. B bildet also /* ın sich ab. 


Wir zeigen, daß B eine schwach stetige Abbildung von 4* auf sich ıst. Es kon- 
vergiere uU) = Fuß) ,e,, + Zu®, e,„ schwach gegen o. Dann ist lim u®, = 0 für alle 


m'n’ mn mn 


m,n. Die zugeordnete Folge ist vu” = & tee Die u” bilden eine beschränkte 
Menge, also gilt (2) mit festem C', also ist |umn mn | S Cry), Die v® gehören nach dem 


Hilfssatz also einer beschränkten Menge an. Für jedes r aus A besitzen daher die unend- 
lichen Reihen v®r = Fu® c „(@,,0,%) die von i unabhängige konvergente Majorante 


mn mn 
ZTpyin | pn mi&l- Da außerdem lim u® = 0 ist, kann i so groß gemacht werden, daß 
v®yr| <e wird, B ıst also schwach stetig. 
Jede schwach stetige lineare Abbildung von 7* in sich wird aber nach K.T. $6, 
Satz 7 durch eine Matrix aus Z(/*) vermittelt. Sie muß die Spalten b„,„- und b,,, haben. 
Die'transponierte Matrix liegt nach K.T. $ 6, Satz 4 in Z(%) und stimmt offenbar mit ® 
überein. B wird also durch ®’ vermittelt. 


3. 2(b) sei wie u(x) im Beweise des ersten Umkehrsatzes durch die Festsetzung 
%(0p,0,) = (-N’mty, to, auf v erklärt. 9 sei die Stelle mit den Koordinaten 


9, = 0, 20, = xl 


’ z a ) . 
m’n mn MN Pan 


Nach (3) ıst ]g® | = |c tt | sg 


MN Pn In 
) auch 90 in 7. Nach Definition von 99 ist 8,90 = x(e,B). Setzen wir zB) = vg", 
so haben wir damit auf B’4*> » eine Linearfunktion erklärt. Daß sie eindeutig erklärt 
und stark top. stetig ist, beweisen wir in 4. 


Da g in A liegt, liegt wegen der Normalität von 


mn’ 


Wir betrachten jetzt das Gleichungssystem 
(4) dr = g®. 


Wäre x eine Lösung, so wäre einerseits e, (8x) = eg" = gU), = x(c, „a, „), anderer- 


mn Pan Tn 

seits (mn B) EN) = Cnn(Ap,, 29). Es müßte also z(a,,,.,) = An, sein, d.h. die Linear- 
funktion xz(v) ließe sich von ®’i* auf ganz A* fortsetzen, im Widerspruch dazu, daß x(v) 
sich nach dem Beweis des ersten Umkehrsatzes von » < ®’4* nicht auf ganz /* fortsetzen 
läßt. Das Gleichungssystem (4) ist also unlösbar. 


mn 


23) Z(}) ist nach K.T. $6 das System aller Matrizen, die A in sich abbilden. 
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Andererseits ist die Linearfunktion z(vB) = vg auf B’A* stark top. stetig, (4) ıst 
also das gesuchte Gleichungssystem. 

4. Es bleibt noch die starke top. Stetigkeit und Eindeutigkeit von z(dB) = vg 
zu beweisen. 

Dies wird ganz analog Punkt 3 des Beweises des ersten Umkehrsatzes durchge- 
führt. Es sei wieder die normale starke Umgebung [y],,, < ö von o in A* gegeben. Liegt 


00 


die Stelle & dygü, aus ®’7* in [Y],, < 6, so ergibt sich wie dort 
p,9= u. 


() EI a N < 


pq 4 
R sei so groß, daß für aller R unabhängig von p 


E 27, 9 ‚(n) ‚(P) .. 
(5) 1, [u 4 5 dt nn 0) <E 


y=r 
© 


ist. Da die 5” -- 30 für alle p, q eine beschränkte Menge bilden und . S |d,gt.| beliebig 
4 ger 


klein gemacht werden kann (vgl. Beweis des Hilfssatzes), ist dies möglich. Aus (5) und 
(9) folgt 


r 
Qxr% 27,09) 5 
(97) L [u - dt , 


"3,01 <öre 
für alle p, g, alle vaus M,undr=R. 


Wie ım Beweise des ersten Umkehrsatzes schließt man aus (9**) auf 


(10*) e &d ! [6 —a)l<öte 


und daraus auf 


4 ö-te 
% BY ut „oe 
(3*) a Apalg ie mi}, " 
Da dies für alle r> R(e) und jedes e> 0 gilt, haben wir 
=- 3 
gr+ ı 4, < 
19) Per en 5 


Der Schluß, daß z(vb B) = vg® stark top. stetig und damit eindeutig auf B’A* ist, verläuft 
Jetzt wieder völlig analog dem Ende von Punkt 3 des Beweises des ersten Umkehrsatzes. 
Damit ist der zweite Umkehrsatz bewiesen. 

Auch die Sätze 3 und 4 von $8 lassen sich dahin verschärfen, daß die angegebenen 
Teilräume stets als Bildräume gewählt werden können, so daß die in diesen Sätzen aus- 
gesprochenen Tatsachen in jedem Fall auch für die Gleichungstheorie von Bedeutung sind. 


Eingegangen 6. Juli 1937. 
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Über gewisse Beziehungen, 
welche bei der allgemeinsten Differentialgleichung 
dritter Ordnung stattfinden, die durch Berührungs- 
transformation in y”=0 übergeführt werden kann. 


Von Walter Neumer in Worms. 


Vorbemerkung. 


Von Herrn Engel wurde ich auf den folgenden Zusammenhang bezüglich der 
Differentialgleichung y’’’= 0 aufmerksam gemacht: Nimmt man zwei einander be- 
rührende Integralkurven @,, &, und bezeichnet man mit €’ bzgl. €” jede der &? Integral- 
kurven, die €, bzgl. €, berühren, dann können die beiden Scharen der €’ und €” durch 
Berührungstransformation gleichzeitig in die Scharen der Geraden und der Punkte der 
Ebene verwandelt werden. Oder, was gleichbedeutend ist: Die beiden gewöhnlichen 
Differentialgleichungen 2. O., welche die Scharen der &’ und €” definieren, gestatten 
eine achtgliedrige Gruppe von Berührungstransformationen, die mit der projektiven 
G, der Ebene ähnlich ist. Der Wunsch, diesen Zusammenhang auf die allgemeinste 
Differentialgleichung 3. O. zu übertragen, die man aus y’’= 0 durch Ausübung von 
Berührungstransformationen bekommt, veranlaßte die nachstehende Untersuchung. Da- 
bei fand sich u.a., daß sich die beiden Scharen der €’, €” immer gleichzeitig in die 
Geraden und Punkte der Ebene transformieren lassen, auch wenn die Integralkurven 
G,, &, einander nicht berühren; der Fall ihrer Berührung spielt vielmehr eine ausge- 


zeichnete Rolle. 


$ 1. Die Differentialgleicehungen 3. O., die auf die Form y’’ = 0 gebracht werden 
können, und ihre ausgezeichneten ersten Integrale. 


l. Die Differentialgleichung (Diffgl.) y’’’ = 0 gestattet eine zehngliedrige Gruppe 
von Berührungstransformationen (B. T.n), die von den folgenden, durch Angabe ıhrer 
charakteristischen Funktionen (ch. Fu.n) bestimmten infinitesimalen Transformationen 


(inf. Trf.n) erzeugt wird !): 

1) may y; ayı; Aay—2uy; y%,y(ay' — 2y), (8y — 2y). 
Die größte Gruppe von Punkt-Transformationen (P. T.n), die in dieser G,, steckt, ist 
die folgende siebengliedrige: 

(2) 1,222 9; y; ay; Ay’— 2ay. 


!) Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen, Abschn. 2, Kap. 24, $ 106, 'Theorem 71. 
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Man kann diese G, auch charakterisieren als die größte Untergruppe der G,, (1), welche 
die Diffgl. y'’' = &, die Diffgl. der Punkte ?), invariant läßt; die Diffgl. „’’— © kann 
dabei aufgefaßt werden als ein erstes Integral der Diffgl. y''’’ — 0, das z. B. aus dem 
ersten Integral y’’ = a = const. für a > ©o hervorgeht. 


Die Gruppe (2) läßt außer y’’= o und y’””’ = 0 keine weiteren Difigl.n 2. oder 
3. O. invariant. Daraus schließt man leicht, daß in der G,, (1) ©0° mit der G, (2) gleich- 
berechtigte Untergruppen stecken, aber sonst keine weiteren mit (2) ähnlichen Unter- 


gruppen. So z. B. verwandelt die dualistische B.T. 

(3) i=y, d)=-y—y Y=2 2=9, y-wW—9y, y=t 
die inf. B. T.n (2) der Reihe nach, und zwar so, daß ihre Verhältnisse erhalten bleiben, 
in diese: 

(4) l,y,y”; ay—y; 2; ay; y(2y—ay), 


während y’’ = oo in y’’= 0 übergeht; y’’ = 0 ist aber in der Tat ein gegenüber der 


G, (4) invariantes erstes Integral von y’’—= 0. Ferner verwandelt die B. T. 
4 / 
BE a —y u 
g yy yet I’ 
(2) : cu’ —y p’ 
B UE mm — cn Pix N Ta 
KL 2y Br ry’’ YJ (2y Kur: ry’)? YJ 2y Bi ry’’ 


die ebenso wie (3) die Diffgl. y'" = 0 invariant läßt, die inf. B. T.n (1) der Reihe nach 
und unter Erhaltung ihrer Verhältnisse in die folgenden: 

6) ey, ie), ey y—y); y;y%y,T; 
die Difigl.n y’’ = 0, y’’ = oo gehen dabei in dieser Reihenfolge über in 


y? „2029 —)) 
2y u ’ (b) ı r® 


+ 


(7) (a) u — — (): 
die Diffgl.n (7) repräsentieren wieder erste Integrale von y”” — 0, und sie gestatten 
die nachstehenden siebengliedrigen Untergruppen 


! 


a) y— my, ya), v5 u; mm); 25 
b) y—ıy”, ey —y), 5 wyv—, Yya—m); wi Er 
der G,o (6) oder (1). Die Gruppen (8a, b), die vermöge der B. T. (5) aus (4), (2) hervor- 
gehen, entstehen ihrerseits auseinander vermöge der B.T. (3), welche auch die Diffgl.n 
(7a,b) miteinander vertauscht. 


Die G,, (1) enthält nun überhaupt keine Untergruppen mit mehr als sieben Para- 
metern, und an siebengliedrigen enthält sie nur zwei Scharen mit je oo? Gruppen; die 
eine Schar besteht aus allen G,, die mit der irreduziblen Untergruppe 


(5) 


(9) a,ar,y,y,ay; y° 
gleichberechtigt sind, während die andere mit der Schar der 0° mit (2) gleichberechtigten 
Untergruppen übereinstimmt ®). Demnach kann ein erstes Integral von y”’’ = 0 höchstens 
eine siebengliedrige Untergruppe der G,, (1) gestatten, nämlich eine mit (2) gleich- 
berechtigte G,. Umgekehrt gehört zu jeder mit (2) gleichberechtigten G, ein invariantes 
erstes Integral. Bezeichnen wir die Diffgl. 3.0., welche aus y'”" = 0 durch Ausübung 


?) W. Neumer, Die allgemeinste mit der proj.G, der Ebene ähnliche Gruppe von Berührungs-Trf.n, Journal 
f.d.r.u. a. Mathematik 173 (1935), S. 129. 
°) A.a.O.!) Abschn. 2, Kap. 24, $ 111, Theorem 76. 
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der allgemeinsten B. T. entsteht, mit D,, die allgemeinsten mit (1) und (2) ähnlichen 
B. T.s-Gruppen mit %9,, und $,, dann können wir also den Satz aussprechen: 


Satz 1. Unter den ersten Integralen einer D, sind oo° dadurch ausgezeichnet, daß 
sie eine G, der 9,, der D, gestatten, die oo° ausgezeichneten ersten Integrale sind den 0° 
in der 9,. gleichberechtigten 9, ein-eindeutig zugeordnet. 

Um einen kurzen Ausdruck zu haben, wollen wir die ausgezeichneten ersten Integrale 
einer D, ihre G,-Integrale nennen. Im allgemeinen gehört zu einem 9,-Integral eine be- 
bestimmte Integralkurve & der D,, so zwar, daß die ©? Integralkurven €’ der D,, welche 
6 berühren, die Lösungen des betreffenden 9,-Integrales sind; umgekehrt repräsentiert 
die Schar der oo? Integralkurven ®’ einer D,, die eine Integralkurve E berühren, immer 
die Lösungsschar eines 9,-Integrals der D,. Die Lösungsgerade y = 0 von y’’ = 0 
wird nämlich berührt von den oo? Lösungsparabeln y = a(2z — x,)?, und diese sind 
definiert durch die Diffgl. (7a). Andererseits erkennt man unschwer, daß jede Lösung 
von y'" = (0 durch Trf.n der G,, (1) in jede andere Lösung übergeführt werden kann. 
Die zu (7b) gehörige Lösung ist der Punkt x = 0, y = 0, denn (7b) definiert alle Parabeln 
y= ax* + bx durch diesen Punkt. Dagegen lassen sich zu den $9,-Integralen y’’ = 0 
und y' = oo keine derartig zugehörigen Lösungen angeben. 

2. Bevor wir weitergehen, müssen wir kurz darauf hinweisen, daß es beim Rechnen 

00 0 


-——, dureh die 


mit B. T.n der Ebene zweckmäßig ist, die Operationen (Op.n) dn’ öy’ öy’ 


folgenden zu ersetzen ®): 

10) oa /eheht Vi: ehe 9 ehehi Alt) üGk=1233). 
Dabei gilt die Beziehung 

(10°) hr = fe — fa = (%09,), 


die es ermöglicht, daß man, wenn man will, überhaupt nur die beiden Op.n ©,, ©, zu 

benutzen braucht. Die Op. /; ,, (is --„%= 1,2) heißt eine Op. s. Stufe, indem näm- 
1 8 

lich /,, fs als Op.n 1. Stufe bezeichnet werden. Wegen (10’) ist dann /, als Op. 2. Stufe 

anzusehen. Den Vertauschungsrelationen /,, =. J,, = Far Fr — Sy, entsprechen die 

beiden 


(11) fıs = Ja; las = Is2; 
die wegen (10’) gleichwertig sind mit 
(12) 2 fıaı = fuıe + fau» 2faıa u Jası + Fıa2- 


Die Relationen zwischen den Op.n der 4.,5.,... Stufe gewinnt man nacheinander 
aus (12) durch Ausübung der Op.n 0,, ©, und durch Substitution von f,,f, an die 
Stelle von /. 


Die beiden Op.n /}, /s mit ihren Relationen (12) und den aus ihnen folgenden von 


höherer Stufe ersetzen die drei Op.n 4 5 - vollkommen; insbesondere läßt sich 


die Theorie der Systeme partieller Difigl.n ohne Schwierigkeit für die Op.n 2,, 0, zurecht- 
machen °). Wir haben weiterhin Veranlassung, noch die beiden folgenden Op.n zu 


*) L. Gasiorowski, Über die Defgl.n der endlichen kontin. Gruppen von B.T.n in der Ebene, Dissertation 
Gießen — Prace matematyezno-fizyezne 26 (1914). Einige Angaben über die Op.n (10) finden sich auch in der 
unter *) zitierten Abh. 

:) A.2.0.9). 
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definieren: 
(13) (a) 8, I=1,=h- eu N, = SR NY Y/) 
unter &, e’ beliebige Funktionen verstanden. Wir können also an Stelle von 2,, ©, auch 


das Op.n-Paar ©,, ©, oder ©,, 6° verwenden. Im ersteren Falle haben wir als Gegen- 
stück zu (12) die mit (12) gleichwertigen Relationen 


(a) a le a 3 &f = 0, 
(b) pP + FR 2... Fr el u * .: (£,, . 2E,, y ee), zus 0; 


es leuchtet ohne weiteres ein, daß wir die Relationen, die der Verwendung von d,, 6° 
entsprechen, aus (14) durch Ausübung der Substitution 


(15) (0, 85) (ee’) (0.6°) 


gewinnen können. 


(14) 


3. Die allgemeinste Diffgl. 3. O., welche durch B. T. in y’’’= 0 übergeführt werden 
kann, hat die Form 


(16) y' — Ay’? +3By"—3Cy'"+D=0, 
wobei die Koeffizienten die notwendigen und hinreichenden Bedingungen erfüllen müssen ®) 
Ci —2Dja + 3Daı + 2D (2B, + C,) —2C(3C, + D,) +2BD, 
+ 2(4D® — 3BCD + 20°?) = 0, 
— 2B,ı + 7Cja — 8Caı + Dog — 2(2DA, + AD,) + 6B(C, + D,) — 6CC, 
— 6(ACD + BC? — 2B?D) = 0, 
Ay — 8Bia + 7Baı — 2Cag + 6C(A, + Bs) — 2(DA, + 2AD,) —6BB, 
— 6(ABD — 2AC? + B?C) = 0, 
3Ajg — 2Agı + Bag — 2B(A, + 3B,) + 2CA, + 2A (B, + 2C,) 
+ 2(— 3ABC + A?D+2B°) = (0. 
Die Definitionsgleichungen (Defgl.n) der von (16) gestatteten 4,, lauten, unter U die 
allgemeine ch. Fu. der inf. B. T.n der %,, verstanden ?°): 
Un — CU — D(U2+20,)+ DU, —DUG,+DU=-0, 
U+2BU,+ CUy — DU, — 650, +4, —CGlV=0, 
U —AUıt+BUa + 2002 + BU, — BU, +BU=0, 
Un — AU: + Ua) —3BUy — Al, + AU; — AU =0. 
Die Relationen (16’) sind zugleich die Integrabilitäts-Bedingungen (Int. Bed.n) zu dem 
System (17). In (16°) und (17) vertauschen sich die erste und die vierte sowie die zweite 


(16°) 


— 
— 
=] 

m 





°) W. Neumer, Die gewöhnlichen Difigl.n 3. u. 4. O., die lineare homogene Form erhalten können, Journal 
f.d.r. u. a. Mathematik 176 (1937), S. 224-249, 177 (1937), S.13—86 und S.65—81. Der erwähnte Satz findet 
sich in Theorem 5. Die Bedingungen (16) des Textes oder ihnen gleichwertige sind auch in den folgenden Ab- 
handlungen aufgestellt worden: 

Leja, Invariante Eigenschaften von Diffgl.n 3. O. gegenüber Berührungstrf.n, Prace matematyezno-fizyezne 
29 (1918), S. 1808. 

K. Wünschmann, Über Berührungsbedingungen bei Integralkurven von Diffgl.n, Dissertation Greifswald (1905). 

W. Herbst, Mongesche Gleichungen 2. Grades als Schnittbedingungen von Kurvenscharen, Dissertation 
Greifswald (1912). 

Karl Faber, Diffgl.n, die durch eine Berührungstrf. auf die Form y’” = 0 gebracht werden können, Berichte 
der math.-phys. Klasse der sächsischen Akademie der Wissenschaften zu Leipzig 78 (1926). 

’) A.a.0.*) S. 201. 

Journal für Mathematik. Bd. 178, Heft 4, 
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und dritte Gleichung untereinander, wenn die Größen A und D, B und C sowie die 
Op.n ©, und ©, miteinander vertauscht werden. 

Sei nun 

(18) y'+alz,y,y)=0 ode a’y’"+1=0 (xa’= 1) 


ein erstes Integral der D, (16). Notwendig und hinreichend dafür ist das Bestehen der 
Relation 


(19) % = v= Ao®? +3Ba? + 3Ca + D 
oder der äquivalenten 

(19°) a" = v’ = Da’? + 305’? +3Ba’+ A, 
die sich von (19) durch die Substitution 

(20) (2102) (807) (ae) (AD) (BC)  (aa’=1) 


unterscheidet. Fügt man zu den Gleichungen (17) eine der beiden äquivalenten und 
vermittels (20) ineinander überführbaren Relationen 


(21) Un Un t+ Ya) trlig + sl vd, V=0, 
(21) Un — a U + U) tor U + sl — U, — al = 0 


hinzu, welche die unendliche B. T.s-Gruppe der Diffgl. (18) definieren, dann hat man 
in (17) + (21) oder (17) + (21’) die Defgl.n der größten von (18) gestatteten Unter- 
gruppe der 9,0 (17) vor sich. Soll diese Untergruppe eine %, sein, dann müssen gewisse 
Int. Bed.n bestehen, die zugleich die charakteristischen Bedingungen dafür sind, daß 
y’+xa=0 ein 9,-Integral von (16) ist. 

Die Herleitung dieser Int. Bed.n ist mühsam und zum Glück überflüssig, da die 
gewünschten Relationen für x ohne weiteres dem Theorem 5 der in der Fußnote®) zitierten 
Abhandlung entnommen werden können. (Zum Verständnis ist noch zu bemerken, daß 
in dieser Abhandlung die Schreibweise der Op.n (13a, b) gerade vertauscht ist.) In der 
genannten Abhandlung wird nämlich gezeigt, daß in jeder 9, eine ganz bestimmte in- 
variante G, steckt, die in keiner größeren Gruppe invariant ist als gerade in der 9,. Bei 
der $, (2) ist diese G, die Gruppe 

(22) 1,28 W 


Die Gruppen vom Typ (22) bezeichnen wir mit 95,1; sie sind in der zitierten Abhandlung 
ausführlich behandelt. Die Gruppe (22) läßt keine weiteren Diffgl.n 2. oder 3. O. in- 
variant als y'’’—= oo und y’’= 0. Folglich läßt ganz allgemein eine $,,;, keine anderen 
Diffgl.n 2. oder 3. O. invariant als die 4,, in der sie steckt. Demnach bestimmt ein aus- 
gezeichnetes erstes Integral (18) der D, (16) nicht nur eine 9,(x), sondern auch eine 
9341(&%) < 9,(x) in der 9, (17), und es gibt oo? G,,1(&), welche die D, (16) invariant 
lassen. Unter letzterem Gesichtspunkt wurden in der in Rede stehenden Abhandlung 
die Relationen für die Größe «x hergeleitet, durch die bei gegebener Difigl. (16) oo? 
Größen x bestimmt werden; die fraglichen Relationen sind außer (19) noch die beiden 
folgenden ®): 

0 = tl! + %w + ung —u,-+ u?) (u= A+2Ba-+C), 

Koga = — 2ugg + lügg + lan — 2la2 !=Ax+DB). 

Aus dem System (19) + (23) läßt sich mittels der Substitution (20) ein gleichwertiges 
gewinnen. Wir haben daher den 


(23) 


») A.a.0.*) Theorem 5, Formeln (356); vel. auch daselbst die vorhergehende Seite. Die dortigen Bezeich- 
nungen sind natürlich andere, 
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Satz 2. Die Difjgl. (18) ıst dann und nur dann ein G,-Integral der D, (16), wenn 
x den Bedingungen (19), (23) oder &’ den äquivalenten Bedingungen genügt, die durch die 
Substitution (20) aus den ersteren erhalten werden. 

4. Wir beweisen jetzt den 

Satz 3. Jedes Paar 9,-Integrale einer D, kann durch eine geeignete B. T. in das 
Diffgl.n-Paar y'’' = 0, y’' = © verwandelt werden. 

Die Forderung, daß zwei Diffgl.n 2. O. 


(24) y"+a=0, y"+ß=0 


gleichzeitig in y’’ = 0, y’’ =  transformierbar sein sollen, ist mit der Forderung gleich- 
bedeutend, daß sıe eine G, von B. T.n gestatten; diese G, ist dann ähnlich mit der proj. 
G, ?). Die mit der proj. G, ähnlichen B. T.s-Gruppen wollen wir mit 9, bezeichnen. In 
der unter ?) zitierten Abhandlung sind die notwendigen und hinreichenden Relationen 
zwischen &, 8 aufgestellt, die bestehen müssen, damit die Diffgl.n (24) eine 9, gestatten. 
Diese Relationen sehen unter Verwendung der Abkürzungen 


5 1 u 


= BP —  - 0; (d == : x = 0, — 20 Xo} x ION - Xo X; 


N\=9,t+% +09} M= N: + 4l— \93 -— As) 
folgendermaßen aus !°): 
M,+63 +6; M +3; A=0, 


25 
I EM, + Min + Far) — EN, + EN +) — M= 0. 


Es wäre nun zu umständlich, nachzurechnen, daß die Relationen (25’) eine Folge der 
Relationen (19) + (23) und der entsprechenden Relationen 


Bs= vB) = AB + 3BPÜ + 3Ch + D, 
(26) Bes = (Pa + VlP) + ulP) Pr — uslP) + uXD)), 


Page = — 2ug(P) + HP) Paa + 1:lP) — 213:(P) 
für 8 — vermöge (16’)! — sind; darum begnügen wir uns damit, diesen Nachweis für 


die spezielle D, y’'= 0 zu führen, woraus natürlich gleichfalls auf den allgemeinen 
Satz 3 geschlossen werden darf. 

Seien also (24) zwei G,-Integrale zu „= 0. Durch eine geeignete Trf., die der 
9,0 (1) angehört, können wir z.B. y’+ß=0 in y’ = überführen, so daß wir die 
beiden Diffgl.n (24) in der Gestalt 

(27) y" +4=(, y — 0 
voraussetzen dürfen. Die Relationen (10) + (25) lauten jetz! 


(27') eh %, = 403, Ya = U, 


während wir aus (25°) durch den Grenzübergang $ — © finden 


Bazz — AN + Aysan — 482023 + N K22u + IN22X3 = 0, 
Nagan = V. 


(27°) 


Nun bestätigt man durch eine leichte Rechnung, daß in der Tat die Relationen (27') 
die Relationen (27’”) nach sich ziehen. Damit ist der Satz 3 bewiesen. 





°) und !°) A.a.O.?) Satz 5 sowie Theorem 1. Gegenüber den Formeln (96) und (95) daselbst sind die Formeln 
(25) und (25’) des Textes etwas vereinfacht, namentlich ist die in jenen Formeln auftretende Größe N ausgemerzt, 


da ja N=N,+&, geschrieben werden kann. 
28* 
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$ 2. Die Untergruppen vom Typ %, und 9; in einer 90 und ihre Beziehungen zu den 
Gz-Integralen der zugehörigen D;. 


1. Wir fragen jetzt nach der größten Untergruppe G (x, $) der 9, (17), die von 
zwei 9,-Integralen (24) gestattet wird. G(x, ß) ist jedenfalls der Durchschnitt der beiden 
Untergruppen $,(x), 9,(); andererseits ist sie auch der Durchschnitt der 9,(&, ß) — 
der größten Gruppe, welche die beiden Diffgl.n (24) invariant läßt — mit der 9,o (17). 
Die Defgl.n der G (x, $) bestehen mithin aus (17) und 


Un MU + Us) + Un + KU — HU: + sl =0, 
Un AUet Ua) + PUlg+ Blı — Pl: + PBVÜ=0, 
den Defgl.n der 9, (x, ß). 


Es läßt sich jedoch noch eine andere Form für die Defgl.n der G (a, $) angeben. 
Zu dem Zwecke müssen wir eine Zwischenbetrachtung einschalten. Die 9, (2) ist als 
Gruppe von P. T.n imprimitiv, denn sie transformiert die Geraden x = const. unter 
sich. Eine B. T. führt die Gleichungen x = const. über in Gleichungen der Form 


(28) 


(29) I(x, y, y') = const. 


Wir übertragen daher den Begriff der Imprimitivität auch auf Gruppen von B. T.n der 
Ebene, indem wir solche B. T.s-Gruppen als imprimitiv bezeichnen, die eine, etwa durch 
(29) bestimmte, Zerlegung des AR, x, y, y’ in oo! Flächen invariant lassen. (Der R, x, y, y' 
kann auch durch Gleichungssysteme der Form 


(29°) I(x, y, y’) = const., J(x,y, y') = const. 


in oo®M, zerlegt werden; da man aber naturgemäß von diesen M, verlangen wird, daß 
sie Elementvereine seien, so bedeutet die Forderung der Invarianz der Zerlegung (29') 
nichts anderes, als daß die betreffende Gruppe von B. T.n eine Schar von oo? Kurven 
invariant lasse, also reduzibel sei. Darum ist es sinnvoll, die Definition der Imprimitivität 
von B. T.s-Gruppen auf die Invarianz einer Zerlegung (29) zu beschränken). 


Die imprimitiven B. T.s-Gruppen sind zugleich reduzibel ; denn totale Differentiation 
von (29) liefert die invariaante Diffgl. 2. O. 


(29) I, +y’l=0 oder y’+a=0, wlh-—al,=0. 


Wir wollen nun die größte — unendliche — Gruppe der Imprimitivitätszerlegung (29) 
bestimmen; sie enthält als — gleichfalls unendliche — Untergruppe die größte Gruppe 
der Invarianten /(x, y, y'), deren Defgl.n für ihre allgemeine ch. Fu. U sofort angeb- 
bar sind: sie bestehen aus der einzigen Gleichung 


(30) I,U,— 1,0, —1U=0 
oder, wenn 

(30) I, —ol,=0, L+4h,=0 
gesetzt wird, aus der Gleichung 

(31) U,= MU. 
Zwischen /,& besteht dabei die Relation !!) 

(31’) = — M — A4-— As} 


2) u.12) A.a.0.2) $ 4,2 und a.a.0.°) $ 4, 6 sowie Satz 21; dieser Satz enthält das allgemeine Prinzip, 
aus dem die Äquivalenz der Relationen (31’) und (32’) des Textes fließt. 
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die Gleichung (31) kann auch geschrieben werden 
(32) U =AU (x’ =... Ad m ); 


und zwischen A’, x’ besteht die mit (31’) äquivalente Beziehung !?) 

(32’) TE A + a 
Durch eine Gleichung (31) mit der Bedingung (31’) wird immer die unendliche Gruppe 
einer Invarianten / definiert; J/ ist aus (30’) zu berechnen. 


Die Gruppe der Imprimitivitätszerlegung (29) ist offenbar bestimmt als die größte 
Gruppe, in der die Gruppe (31) der Invarianten / als invariante Untergruppe steckt. 
Dieser Umstand gewährt verschiedene Möglichkeiten, um die Defgl.n der Gruppe der 
Zerlegung (29) zu finden. Wir verfahren folgendermaßen. 


Die allgemeinste B. T. der Ebene ist gegeben durch Gleichungen der Form 


(33) = Na, yy), 9=-Yayy), Yerayy), 
die die einzige Bedingung erfüllen müssen 

(33°) dy — y’dr = Ala, y, y') (dy— ydı) (A +0); 
aus ihr folgt sogleich 

(34) Y,=PX, Y,=Pi;, d=- X, P,— AP: 


Ist Zf eine inf. B. T. der Ebene, die durch (33) in 3/ übergeht, und sind U (x, y, y') 
bzgl. U(r, 9, 9’) die ch. Fu.n von Zf bzgl. 3/, dann gilt '?) 


(35) U=AU. 
Schreiben wir nun 
(36) h=ht Yfe Fumle mm 
so finden sich aus 
df = fde + I dy’ + Fnldy — Hy’dr) = f dr + S,dy’ + S,(dy — y’da) 


vermöge (33), (33’), (34) die Transformationsformeln 


Bun 1 1 ee ng 
(34) ae A (Pf, — Ph) um A Ay tr AP). 
Aus (37) findet man ferner, wenn /, = f, — a(t, y, y’) /,, gesetzt wird, 
n 1 Braun u ) P,+ ya p 
y77 __: A "TOR BE. ; ıC u a 
(37°) A Ye Fi N (X, — X,/,), wobe « DH Kun’ a Y. 
Die Gleichung (31) verwandelt sich bei der B. T. (33) wegen (35) und (37’) in 
(38) = Key, Hy) 

mit 
Be P, Al 
(38°) a=—z, I=zli+ E). 


Wir denken uns nun (33) als eine infinitesimale B. T., die, unter V ıhre ch. Fu. 
verstanden, durch die Gleichungen ausgedrückt wird 


(39) [= X =x + V,ö, y=Y=y+lyV,—V)ö, Y=-P=y—Vjöt; 


) A.a.0.!), Abschn. 2, Kap. 15, Theorem 45. 
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dabei wird 
(39) A =— 1 — Vzöt. 
Die Formeln (38°) nehmen dann die Gestalt an 
V„öt 1 V 3. öt 
40 Mind. a Br | ve en) 
14) + V3,Ööt’ 1 + Va. öt u 1 — V,öt} 


Verlangen wir, daß die Gruppe (31) die inf. B.T. V gestatte, dann muß 

ar, y)=alz,dy,Yy) und KrY,Yy) = Ar, dy,y') 
sein; wegen 

a) fa, yyY)+ Wah — Vıla — Vh)öt 

bekommen wir dann aus (40) bei Vernachlässigung der Glieder von höherer Ordnung 
die beiden Relationen 
Von + & Va + 0% V= 0, 
Va3x 4 / Va) — YB f - IM V> — hs V= 0; 


sie stellen die gewünschten Defgl.n der größten Gruppe mit der Imprimitivitätszerlegung 
(29), (30°) dar. Die erste Relation (41) ist identisch mit (21) und drückt nur aus, daß 
unsere Gruppe die Diffgl. (29) invariant läßt. Die Gleichungen (41) können auch die 
Form erhalten !®) 


(41) 


vH V=0, 

— VE +AV — AV HIV +AV=0, 
worin x’, A’ die Werte wie in (32) besitzen. Die Systeme (41) und (41’) unterscheiden 
sich durch die Substitution 

(42) (91 82) (ee’) (0.0) (FF’), 
wenn darin e= x genommen wird. Unter F’ soll in (42) eine Größe verstanden sein, 
die der Größe F bei der Substitution (15) nach irgendeiner gewissen Regel zugeordnet 
ist, wobei jedoch zu F’ wieder F zugeordnet sein soll. 

Wir können also die Ergebnisse unserer vorstehenden Betrachtungen in den Satz 
zusammenfassen: 


Satz 4. Jede B. T.s-Gruppe mit der Invarianten I(x, y, y') hat unter ihren Defgl.n 
eine von erster Stufe, nämlich die Gleichung (31) mit den Relationen (30'), (31); unter den 
Defgl.n jeder Gruppe mit der Imprimitivitätszerlegung (29) sind auch die Gleichungen (41) 
enthalten. (31) und (41) definieren die größten Gruppen der Invariante I(x, y, y') und der 
Imprimitivitätszerlegung (29). 

Nach (29) lassen sich die oo! Gleichungen (29) auffassen als oo! erste Integrale 
einer gew. Diffgl. 2.0. Dagegen gehören zu jeder Diffgl. y’" + x = 0 o0* erste Integrale 
und somit auch o0® Zerlegungen der Form (29). Besitzt eine Diflgl. y’’ + x = 0 ein erstes 
Integral der Form F(x, y) = const., dann muß nach (29”) x = co sein; umgekehrt be- 
sitzen sämtliche erste Integrale von y’’ = oo diese Form. 


2. Auf Grund der letzten Bemerkung schließt man an Hand der Gruppen (22) 
und (2) sofort, daß allgemein jede 9;,ı und damit erst recht jede 9, nur eine Imprimi- 
tivitätszerlegung invariant läßt und daß ferner die in $ 1,3 erwähnte invariante 93;1 
einer 9, ausgesondert wird durch die Eigenschaft, die größte Untergruppe der 9, mit der 
Invarianten 1. O. zu sein, welche die Imprimitivitätszerlegung der 9, bestimmt. 


(41') 


14) A.a.0.®) Satz 21. 
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Ist daher y'’"+ x = O ein $,-Integral der D, (16), dann kommen unter den Defgl.n 
der beiden Untergruppen 9,(x) > 93;1(x) der 9. (17) die Gleichungen (41) oder (41’) 
bzgl. die Gleichung (31) oder (32) vor. Die Defgl.n der 0° die D, (16) invariant lassenden 
Gruppen 93,1(&) sind in der unter ®) zitierten Abhandlung angegeben. Die Koeffizienten 
Aund A’ besitzen danach die Werte ®) 


(43) (a) = —,—u, (b) MV =-—i —u); 
die Ausdrücke für 4 und A’ unterscheiden sich wieder durch die Substitution (20); u ist 
in (23) erklärt. Die Relation (31’) bzgl. (32’) ist eine Folge der Relation (19) und der 
ersten Relation (23) bzgl. der äquivalenten, durch die Substitution (20) aus ihnen zu 


gewinnenden. 
Nach Satz 4 kommen unter den Defgl.n der Durchschnittsgruppe G(x, ß) der beiden 
Gruppen $,(x), 9,(#) die vier Gleichungen (41) und 
VYat+ BY, +7 =0, 
(44) wo r P2 ß [ 
Va + uVas — uaV3a + usVa — mV =V 


oder die mit (44) äquivalenten 


vr+BvP—Rr=0 (f=5), 
(44) i Ä 
— 5 ‘ + uV, — u) ar m u Vi — 13) = 0 (u — -) 
Er 


vor, wo analog zu (43) 
(45) a) = —R—uf),, (b) "= —A—uß) 

gilt. Wir können indessen zeigen, daß darüber hinaus die Gruppe G(a, ß) durch das 
System (41) + (44) (oder durch die äquivalenten (41) + (447), (41’) + (44), (417) + (44')) 
vollständig definiert wird. Dazu brauchen wir nur nachzuweisen, daß das System 
(41) + (44) die Gleichungen (17) für U = V nach sich zieht, d. h. daß die durch (41), (44) 
definierte Gruppe Untergruppe der 9, (17) ist. Es genügt, diesen Nachweis für die 
D,;y''=0 zu führen, deren 9,, (1) durch 


(46) Un Ua = Ua = Ua = 0 


definiert wird. Ferner dürfen wir $? = & oder £’ = 0 wählen, so daß wir für die G(a, &) 
der 9,, (46) aus (41) und (44’) wegen u’ = 0 ((45b)) die Defgl.n (41) und 


(47) IR = 0 Va — 0 


’ 


erhalten; x genügt dabei den Bedingungen (27’), und es ist A = — x,, so daß wir (41) 
auch schreiben können 


Var + Va +9 V =0, 


Vz — al, + aaV. — ale +; V =. 


(48) 


Eine kleine Rechnung bestätigt in der Tat, daß für U = V die Gleichungen (46) eine 
Folge von (47) + (48) und (27’) sind. Also gilt: 

Satz 5. Die größte von zwei G,-Integralen (24) der D, (16) gestattete Untergruppe 
G(&, ß) der Go (17) ist definiert durch das System (41) + (44) oder (41) + (44') 
oder (41’) + (44) oder (41’) + (44’), worin A, A’ sowie u, u’ durch (43) und (45) ge- 
geben sind. 





1) A.a.0.*) Formel (3256) sowie Satz 37. 
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3. Nunmehr haben wir noch zu berücksichtigen, daß die Gruppe G(«, ß) auch ın 
der 9,(x, 8) enthalten ist. Zu dem Zweck müssen wir die Ergebnisse der unter ?) ge- 
nannten Abhandlung heranziehen. Darin ist gezeigt, daß in jeder 4,(a, ?) zwei Typen 
9, und 9, von vier- und fünfgliedrigen Untergruppen stecken, die in der proj. G, den mit 
ihnen ähnlichen Gruppen 

6 6 
(49) (a) pP — yq, yp, 29; xp + yq, (b) p,g, 29; cp + yq, yq (» n. go 5) 
entsprechen und die durch je ein System der Gestalt (41) + (44) definiert werden. 
Dabei erfüllt A gewisse Relationen, die unter Verwendung der Abkürzungen (25) so 
aussehen 1®): 


u — — 72 EIRR gi — Ka; 
(50) /9% — — Abs -H My — a/2 -+- (3A — &g) ur 1M ne %93; 
J 

ga= 30h +5, — BR + (5 — 5) 


+ (8 + % — 30A)A + 4@M — 2(N, + %)); 
die entsprechenden Relationen für # gehen aus (50) hervor, indem & und ß vertauscht 


werden, und sie lauten demnach, wenn wir die Vertauschung von x, ß in einer Größe (F‘) 
durch Beifügung eines Sternes (F*) andeuten: 


ns = — W— Pen — Pa; 
Has = — Mg — Du — Ba + N* — Bas) — 4M* — Pas, 
Hay = 3 Oufig + Bi — ou? — (OB + ©) u 

+ (5; + Ba + 30N*) u — 4 (oM* + 2(A$ + B3)). 
Durch Ausübung der Substitution (42) mit e= x bzgl. e= ß gewinnen wir aus (50) 
und (51) gleichwertige Systeme; dabei haben x’, A’ und ß’, «’ die Werte wie in (32) 
und (44). 

Als Diffgl.n für A und u aufgefaßt besitzen die Systeme (50) und (50’) je co® Lösungen 
(wegen (25’)) !?). 

Durch (41) + (44) mit den Relationen (50), (50°), (25’) wird nun eine 9, oder eine 5, 
definiert, je nachdem die Relation 


(51) Mm— nl + An + A) + 3R— Bu + (A—A)=0 
oder die äquivalente 
1) m 4a (u + Au +22) + RR — Bu’ + HA — N) = 0 


stattfindet oder nicht 1%). Die Bedingung (51) hat dabei die folgende Bedeutung: mit 
jeder Lösung A bzgl. u von (50) bzgl. (50’) läßt sich umkehrbar eindeutig eine Integral- 
kurve &,(4) bzgl. E;() der Difigl. y’’ + & = Obzgl. y’’ + 8 = 0 in Verbindung bringen, 
und die Bedingung (51) ist erfüllt oder nicht erfüllt, je nachdem die Kurven @,(4), E;(«) 
einander berühren oder nicht berühren; die Gruppe (41) + (44) ist in jedem Falle die 
größte Untergruppe der %,(x, $), welche diese beiden Kurven invariant läßt. 


(50°) 


Wir führen jetzt den Nachweis, daß die Systeme (50) und (50’) vermöge (43a) 
und (45a) sowie der Relationen (19), (23) für x und der Relationen (26) für ö wegen (16) 
erfüllt sind, d. h. daß die Gruppe G(a, ß) eine 4, oder eine $, ist, je nachdem a und £ durch 
die Beziehung (51) — worin A, „ als die Ausdrücke (43a) und (45a) aufzufassen sind — 
verknüpft werden oder nicht. Wiederum liefern wir diesen Nachweis für die D, y’’ = 0 


'*) A.a.0.*) Formeln (94); vgl. auch die Bemerkung in !v). 
7) u.'*) A.a.0.*) Theoreme 1 und 3. 
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und ein Paar (27) ihrer 9,-Integrale. Das System (50) wird beim Grenzübergang ß — 
wegen >) zu 


la =— M — iA — Os, 
Ju . 1 
(52) = — Ab 30%. A— 4 ga — 4 Ogaa 
EN 1 
Age = 03099; 


während das aus (50°) vermöge der Substitution (42) mit e = ß hervorgehende in der 
Grenze ß’= 0 die Form annimmt 


mw =—u?, 
53) Mm nmtan?— au? + dann — dom, 
A = — da un + Rau — ou? + (aa — ,)u? 
+ (291 — 12 — 30095) 0" — 4 (2rgı — Apıe) + 4 %ügoe- 
In (52) bzgl. (53) haben wir A = — a, bzgl. u’ = 0 einzusetzen und zu prüfen, ob die so 


entstehenden Beziehungen eine Folge von (27’) werden. Das ist nun wirklich der Fall, so 
daß wir den Satz haben: 


Satz 6. Die größte Untergruppe der 9,0 (17), welche von zwei G,-Integralen (24) der 
D, (16) gestattet wird, ist eine 9, vom Typ (49b) oder eine 9, vom Typ (49a), je nachdem 
&, ß durch die Relation (51) oder die gleichwertige (51’), worin A, A’; u, u’ die Ausdrücke in 
(43) und (45) bedeuten, verknüpft sind oder nicht. 


4. Nach einer Bemerkung am Schluß von $ 1,1 ist jedem $,-Integral y„’ + x = 0 
einer D, — im allgemeinen — eine Integralkurve C(x) der D, zugeordnet, nämlich derart, 
daß y’+x=0 die Diffgl. aller ©0? Integralkurven der D, darstellt, welche E(x) be- 
rühren. Da jede Kurve sich selber berührt, ist auch E(x) selbst eine Integralkurve von 
y+oa=(. 

Hat man zwei G,-Integrale (24), dann bleiben die beiden Kurven C(x), E&(P) in- 
variant gegenüber der Gruppe G(x, $), welche nach Satz 6 eine 4,(x, ß, A, „) oder 
G,(&, ß, A, u) der 9,(x, $) ist und somit nach einer Bemerkung in der vorhergehenden 
Ziffer je eine Integralkurve @,(/) und E;(u) von y’+ x = O und y’ + ß = 0 invariant 
läßt. Mithin muß E(x) mit E,(%) und E(£) mit E;(.„) identisch sein. Wir können also 
auf Grund der Bemerkung zu (51) den Satz aussprechen: 


Satz 7. Zwei Lösungen &,,C, einer D, gestatten eine 9,, deren beide invarıante 
Scharen von je ©©* Kurven durch die Scharen von je oo® Lösungen der D, gebildet werden, 
welche &, bzgl. &, berühren. Die 9, hat mit der 9,. der D; eine 9, oder 9, zum Durchschnitt, 
Je nachdem C, und G, einander berühren oder nicht. 

Die Bedingung für die Berührung von zwei Lösungen Q,, C, der D, (16) ıst die Re- 
lation (51) oder (51’), wenn y’’ + x = O0 bzgl. y’' + B = 0 die oo? Lösungen dieser D; defi- 
nieren, die &, bzgl. &, berühren. 

5. Wir wollen uns noch etwas näher mit den Gruppen 9, und %, beschäftigen. 
Ist die Bedingung (51) nicht erfüllt, dann kann das System (41) + (44) die einfachere 
Form erhalten 1) 

VatY, ta V =0, VatPßeVa+ Pr V = 0, 

V;=oV, eV, +(& — o,)VY, worin o=o (A— u), e=w(fl—au). 
Jede 9, und jede 9, läßt nur zwei gew. Diflgl.n 2. O. invariant (die Gruppen (49) werden 
nur von den Diffgl.n 2.0. y’’ = 0 und y’”’ = »o gestattet), mithin kommt eine 9, sowie 
eine 9, nur in einer G, vor. 


(54) 


19) A.a.0.2) Theorem 3, 


Journal für Mathematik, Bd, 178, Heft 4 29 








226 Neumer, Über gewisse Beziehungen bei der Differentialgleichung dritter Ordnung. 


Was die Diffgl.n 3. O. anbelangt, so läßt eine 9, nur eine einzige invariant, nämlich 
eine D,; bei der 9, (49b) ist dies die Difigl. y’’’ = 0. Eine 9, dagegen läßt oo! Diffgl.n 
3. OÖ. invariant, unter denen sich jedoch nur eine D, befindet. Die oo! invarianten Diffgl.n 
3.0. der 9, (49a) lauten nämlich 


(ZA 3X [24 C 2 
(55) "ut =; 





nur für c = 0 hat eine Difigl. (55) die Form (16), und die Diffgl. 


IX m 
ur 


befriedigt in der Tat die Bedingungen (16’). Daraus schließt man sofort den 





(55°) y 


Satz 8. In einer 9,0 stecken &® bzgl. 005 gleichberechtigte 9, bzgl. 9,, von denen jede 
ihrerseits eindeutig die 9,, bestimmt; ebenso bestimmt jede dieser 9, und 9, eindeutig eine 9,, 
als deren Durchschnitt mit der 9,, sie dann aufgefaßt werden kann. 


Aus den Sätzen 6, 7 und 8 schließt man ferner, daß alle ©o® Paare G,-Integrale der 


D, (16), welche die Bedingung (51) erfüllen, in der 9,, der D, gleichberechtigt sind, ebenso 
alle ©&®, welche diese Bedingung nicht erfüllen. 


Daß die Diffgl.n (19) + (23), (26) und (51) &5 Größen «&, $ bestimmen müssen, 
kann man aus Satz 8 schließen oder aus dem Umstand, daß es 0° Paare einander be- 
rührender Lösungen einer D, gibt; man kann sich aber auch direkt davon überzeugen, 
wenn man sich die D, (16) auf die Form y’’’ = 0 gebracht denkt, wobei man noch $ß = © 
wählen darf. Zunächst nimmt dann (51’) vermöge (32’) die Form an 


(56) mt Ast au? — Au’ —azu + 309 = 0, 


worin noch u’ = O0 und A = — a, zu setzen ist, so daß xy = 0 folgt; zusammen mit (27) 
haben wir also diese Difigl.n für «& 


(57) % = 0, Ay = 303, a =, 
die sich ohne weiteres integrieren lassen: 


2 ,%4+b 
07) gta 
unter a,b willkürliche Parameter verstanden. Sagen wir der Kürze halber von zwei 
G,-Integralen (24), welche in der Beziehung (51) stehen, daß sie einander berühren, so 
stellen die Diffgl.n y’’ + & = 0, wo «& eine der Lösungen (57’) bedeutet, die oo? G,-Inte- 


grale von y’”’ = 0 dar, die das G,-Integral y’’ = oo berühren. 

Somit bestimmen die Diffgl.n (26) + (51) ganz allgemein bei gegebenem «a 
oo? Größen ß, d.h. jedes 9,-Integral wird von oo? 9,-Integralen berührt. Darin liegt 
eben, daß es zu jeder D, 005 Paare einander berührender $,-Integrale gibt. 

Da die invariante D, (16) einer durch ihre Defgl.n (41) + (44) bzgl. (54) be- 
stimmten 9, bzgl. 9, eindeutig festgelegt ist, muß es möglich sein, die Koeffizienten 
A, B,C, D durch die Größen x, ß, A, u auszudrücken. Das leisten in der Tat die Formeln 


oA +302B+3aC +D=o,, 


58) (a) a®A-+2sB+C = —(i+09), 
em (b) PA +3PB+3ßC+D= PB, 
PPA+2BB+C =— (u+ß), 


welche aus (19), (26), (43a) und (45a) zu entnehmen sind; die Determinante des Systems 
linearer Gleichungen (58) für A, B, C, D ist nämlich gleich (ß — x)? # 0. Daraus folgt 





nee ne er 

















Neumer, Über gewisse Beziehungen bei der Differentialgleiehung dritter Ordnumn. 997 


unmittelbar, daß die D, einer 9,(x, ß, 4, u) formal genau die gleiche ist wie die einer 
G.(&, ß, A, u). Den Systemen (58a, b) gleichwertig sind diese beiden: 


a'3D + 30’2C +3" B+A=oa, 


(59) M) „aD+M'C+B ART Salı 
on) PD +3ß°C + 3B'B+A= Pr, 
BD +2ß’C + B =— (W+B), 


und schließlich sind auch die Systeme (58a) + (59b) und (58b) + (59a) mit (58) gleich- 
wertig; das System (58a) + (59b) liefert durch den Grenzübergang $ = ©o oder $’ = 0 
die D, einer 9;(x, 00, A, u’) (i = 4,5) ®) 


(60) 4" — 3u’y”? + 3A — 2a’ + 9,)y" + 3al — au) + + 2a, 0. 


Die D, einer 9;(x, ß, 7, u) (i= 4,5) ist ein zweites Integral der invarianten Diffgl. 
5.0. der 9,(&, ), die der Difigl. der Kegelschnitte bei der proj. 4, entspricht *!). Bei 
der Diffgl. y’’’ = 0 der proj. 9, (49b) liegt dies auf der Hand; bezüglich der D, (55) 
der proj. 4, (49a) überzeugt man sich ohne Schwierigkeit, daß sie die oo? Kegelschnitte 
definiert, bei denen der Nullpunkt und die unendlich ferne Gerade — die die invariante 
Punkt-Geraden-Figur der Gruppe (49a) bilden — einander polar zugeordnet werden. 


6. Zum Schluß wollen wir noch auf ein Kriterium dafür hinweisen, wann zwei 
Untergruppen $,(x), 9,(ß) einer 9,, eine 9, oder eine 49, zum Durchschnitt haben. 
Die 9, (2) und (4) haben zum Durchschnitt die 4, (49b) oder 


(61) l,2,y,y',2y'; 
die Untergruppen 93;, der Gruppen (2) und (4) sind gegeben durch 
(62) (a) 1,2,2%; y b) A,y,y® ay—y. 


Die 9;,1(62a,b) haben die inf. B.T. 1 gemeinsam, die zugleich den Derivierten ??) 
1,2, 22 und 1, y’, y'? dieser 9,,,ı gemeinsam ist. Die Durchschnittsgruppe der 6; (2) 
und (8a) ist die 9, 


(63) y’,2y’,2(2y’ — 29); d, 


welche durch die P.T. xr = Fr = r in (49a) übergeht. Die 4;,, der 9; (8a) ıst dar- 
gestellt durch die Gruppe 


(64) (29 — 29’)2, 9’ (2y — 29’), 92; 9, 
deren Derivierte (234 — ryy')?, y’(2y — xy’), u’? jedoch keine inf. B. T. mit der Derivierten 
1, x, x? der 93,1 (62a) der 6; (2) gemein hat; wohl aber ist den Gruppen (64) und (62a) 
selber die inf. B. T. y gemeinsam. 

Indem wir die vorstehenden Feststellungen auf die allgemeinen %,, übertragen, 
können wir mit Rücksicht auf den Zusatz zu Satz 8 den Satz aussprechen: 


Satz 9. Zwei Untergruppen 9,(x), 9,(#) einer 9,0 liefern als Durchschnitt eine 9, 
oder eine G,, je nachdem die Derivierten der zugehörigen Gruppen 95+1(%), $3+ı(ß) eine G; 


2°) A.a.0.2) Formel (186). Die daselbst auf anderem Wege abgeleiteten Formeln (185) für die D, einer 
9, stellen die Auflösung der Gleichungen (58) des Textes dar (abgesehen von der etwas anderen Bezeichnungs- 
weise der Koeff. der D,); daß durch jene Formeln auch die D, einer 9, gegeben wird, kann man natürlich auch un- 
abhängig von den Betrachtungen im Texte beweisen. Ä 

21) A.a.0.2) $ 6,5 Schluß; die dort skizzierte Aufstellung der inv. Diffgl. 5. O. einer G, wird in einer dem- 
nächst erscheinenden Abh. durchgeführt werden. 

22) Über diesen Begriff s.a.a.0.'), Abschn. 3, Kap. 28, $ 131. 
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als Durchschnitt besitzen oder nicht; der Durchschnitt der Gruppen 93+1(%), 93+1(P) selber 
ıst immer eine G,. 


Das in Satz 9 angegebene Kriterium gewährt die Möglichkeit, die „Berührungs- 
bedingung‘‘ (51) auf relativ bequeme Weise durch eine gleichwertige von übersichtlicherer 
Form zu ersetzen, sobald man die Defgl.n für die Derivierten der Gruppen $9;,1(x) kennt. 
Diese Defgl.nsind in der unter®) erwähnten Abhandlung hergeleitet?) ; mitihrer Hilfefindet 
man bei geeigneter Rechenweise die folgende Relation als Berührungsbedingung für zwei 
G.-Integrale (24): 


20'011 — © + 2w’[ D(2(P’ Pi — a1) + Ban — a’ Bi) + Co] 


05) | nr D2{a® + 82) + 2D, + CD) (a + B') + D, +50, + A2BD— 9] =0, 
worin a’ = - Be . o = ß’— x’. Durch die Substitution 


(0,03) (a&’) (BB’) (AD) (BC) 
erhält man aus (65) die Beziehung 


200g — w + 2W[ A(2(PPz — 8X) + P&g — &Pßz) + Bwz] 
+ @2[AHa2 + B2) + 2A, + AB) (a + B) + A, + 5Bz + M2AC — B2)] = 0. 


Die Bedingungen (51) bzgl. (51’) dürfen also durch (66) bzgl. (65) ersetzt werden. 


(66) 





23) A.a.0.°), $6 insbesondere Formeln (310’) daselbst. 





Eingegangen 23. August 1937. 





OT a RE ee eat 











EU EITEEITETR U FD 


DE EEE HEN A, 











KERNE PEN NET 











EEE IR, 








Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz. Ill. 


Von G. Haenzel und F. Reutter in Karlsruhe. 





Im Anschluß an die beiden vorhergehenden Abhandlungen !) wird im folgenden 
eine Theorie der Oskulation in der linearen Strahlenkongruenz entwickelt (Abschnitt I). 
Die Bestimmung des oskulierenden Hyperboloides längs eines Regelstrahles führt auf 
zwei weitere mit einer gegebenen Regelfläche AR verknüpfte Regelflächen: Die Haupt- 
achsenfläche der oskulierenden Hyperboloide, bedeckt von den Tripeln von Haupt- 
achsen der oskulierenden Regelfläche zweiten Grades einer Regelfläche /?, und die 
Evolutenregelfläche. Während die erstere eine Begleiterin jeder Regelfläche ist, kann 
man von einer Evolutenregelfläche nur bei den in der linearen Kongruenz enthaltenen 
Regelflächen sprechen. Dort spielen sie die gleiche Rolle wie die Evolute einer Kurve 
in der Ebene. 

Das Hauptziel der Arbeit aber ist die Behandlung einer neuen Flächenklasse. Die 
früher behandelten Ringsysteme von Regelflächen zweiten Grades?) in Verbindung 
mit dem Begriffe konjugierter Richtungen ?) in der linearen Kongruenz führen jetzt 
mit Hilfe von Differentialgleichungen auf merkwürdige, bisher ganz unbekannte Flächen 
und Flächensysteme, die in der hyperbolischen und der elliptischen linearen Kongruenz 
enthalten sind (Abschnitt II). Die allgemeinen Typen dieser neuartigen transzendenten 
Regelflächen sind im polaren Raume einer (reellen oder imaginären) Regelfläche zweiten 
Grades autopolar und können sie zur Asymptotenfläche haben. Sonderfälle dieser 
Flächensysteme vermitteln ein neues Theorem über den polaren Raum der Regelfläche 
zweiten Grades (Abschnitt III). 


I. Die Hauptachsenfläche der oskulierenden Hyperboloide und die Evolutenregelschar 
in der linearen Kongruenz. 

1. Für eine Parameterdarstellung einer gegebenen Regelschar R sind die homo- 

genen Linienkoordinaten p, (i=1,2,...,6) Funktionen eines reellen Parameters t. Die 


sechs Funktionen 

(1) pP, = P;(l) 
seien bis auf einzelne t-Werte einschließlich ihrer ersten und zweiten Ableitungen stetig 
differenzierbar. Einen Regelstrahl s mit dem Parameterwert t greifen wir heraus. Die 


N längs s oskulierende Regelschar R? zweiter Ordnung läßt sich als Schnitt von drei 
linearen Strahlenkomplexen bestimmen, analytisch daher durch die drei folgenden 





1) G. Haenzel, Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz, Journ. f. d. reine u. angew. Mathematik 173 
(1935), S.91—113. Angeführt als Abhandlung I. — Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz. II, Journ. f. d. 
reine u. angew. Mathematik 175 (1936), S.169—181. Angeführt als Abhandlung II. 

®) Abhandlung II, Abschnitt III. 

®) Abhandlung II, Abschnitt IV. 
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Gleichungen in laufenden Koordinaten p, darstellen: 


PıPaltı) + Papslth) + Papeltı) + Papıllı) + Pspaltı) + Pepsltı) = 0, 
(2) [ni + Papsltı) + Papaltı) + Papıllı) + Papaltı) + Pepsltı) = 0, 
PıPpa (ti) + Paps' (ti) + Pape (ti) + Papı (ti) + Papa’ (th) + Pepz (ti) = 0. 
Die Koeffizienten der bestimmenden linearen Komplexe sind die Funktionswerte der 
p,(t) und ıhrer ersten beiden Ableitungen an der Stelle t. Zur Abkürzung gilt für die 
weitere Darstellung: 


Pi) MU) DW 
{PP = | P;(t) Pi) Pi 
Po) re) me 
Mıt Benutzung dieser Abkürzung werden folgende Koränionten eingeführt: 


Qyı = {PaPsPs}, Ay = (PaPaPo}, Aa3 = {PsPıPe}; Ara = {PaPıP3} , \ 
Aa = 3 [{PaPsPe} + {PaPaPs}], Aıs = $ [{PsPpePps}+ {PapıPps});, Qu = : > [{PaPıPp3} + {Papa P; J 
Ay = 3 [{PaPıPe}+ {PaPsPe}], Ara = 3 [{PapıPa) + {PePsPe}l, as = 3 [{Pepı pe} + {PaPpı ps) 


Das oskulierende ggg (Paraboloid) AR? mit der Regelschar R? hat in hom: 
genen Punktkoordinaten &,,..., 24 die Gleichung 


Ay1%) + Ag, + Ay; + Aya2% + 203%, 23 + 01341034 Q44%1%4 4 Agalg Rz + AyglgT4 4 Ayyla2y) =! 
Die zugehörige bilineare Form liefert für den Mittelpunkt (y,:%g:%3: Ys) des 
oskulierenden Hyperboloides die drei Gleichungen 


2aıYyı + AeYyat MY + au =, 
AaYı + age Ya + Ay + ayuyı =, 
Ayayı + AgsYa + 2033 Y3 + Azayı = 0. 
Der Mittelpunktsort des oskulierenden Hyperboloides A? (Regelschar R?) für die all- 
gemeine Regelfläche R (Regelschar R) ist eine Raumkurve m,, ihre analytische Gleichung 
lautet: 
a4 A ds ‚2ayı ads As 2a, a2 Au | 2a;ı Ag Ass, 
Yı!Ya:Ya:Ya Ay 20 Agz|:| Az Ay Ag |:| Ayz 20pp Ay :| Aya 20 Aa. 
Qz4 Aga 2Qz| | Ayz Ayg 2Qz5 | | Aa App Ag) | Ara Ay 243 
Nach den Gleichungen (3) und (1) sind sämtliche a;. Funktionen von t, und es 
handelt sich in (5) um eine Parameterdarstellung des Mittelpunktortes m, der osku- 
lierenden Hyperboloide. Jeder feste Wert von ti bedingt nach (1) den oskulierten Regel- 
strahl der Regelfläche R und nach (5) den Mittelpunkt des oskulierenden Hyperboloides. 
Gleichung (4) stellt für festes t das oskulierende Hyperboloid selbst dar. Aus ihr er- 
geben sich seine Hauptachsenrichtungen und Hauptachsenlängen. 


2. Die Regelschar R, deren oskulierende Hyperboloide im vorhergehenden Ab- 
schnitte konstruiert wurden, liege in einer (hyperbolischen, parabolischen oder ellip- 
tischen) linearen Kongruenz. Alle ihre oskulierenden Hyperboloide sind gleichfalls in 
der Kongruenz enthalten. Die durch Gleichung (5) dargestellte Mittelpunktskurve m, 
der oskulierenden Hyperboloide liegt in der Fluchtebene der Kongruenz, da die Mittel- 
punkte aller in der Kongruenz einscharig enthaltenen Flächen zweiten Grades die Flucht- 
ebene erfüllen. Die Hauptachsen der oskulierenden Hyperboloide liegen im Haupt- 
achsenkomplex der linearen Kongruenz. 

Der Hauptachsenkomplex der linearen Strahlenkongruenz wurde von Herrn 
Jolles *) untersucht, und zwar rein synthetisch. Die 00% einscharig in der Kongruenz 


m 
en 
— 


*) St. Jolles, Die Hauptachsenflächen der Büschelscharen aus den einscharig in einer linearen Strahlenkongruenz 
enthaltenen Flächen zweiten Grades, Journ. f. reine u. angew. Mathematik 172 (1935), S. 1—24. 
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enthaltenen Flächen zweiten Grades bilden bekanntlich eine lineare Mannigfaltigkeit 
dritter Stufe, einen Gebüschverband. Jeder Punkt der Fluchtebene „ der Kongruenz 
ist der Mittelpunkt von oo! Flächen dieser Mannigfaltigkeit. Sie bilden eine Büschel- 
schar konzentrischer Flächen. Jede Gerade i der Fluchtebene trägt die Mittelpunkte 
von oo? einscharig in der Kongruenz enthaltenen Flächen zweiten Grades. Sie bilden 
ein Bündelheer solcher Flächen, und die Gerade { ist die Zentragerade des Bündel- 
heeres. Das Bündelheer umfaßt oo? Büschelscharen von Flächen zweiten Grades, deren 
Mittelpunkte die Zentragerade erfüllen. Darunter sind oo! Büschelscharen konzen- 
trischer Flächen. Das Bündelheer läßt sich durch diese Büschelscharen konzentrischer 
Flächen erschöpfen. Der Gebüschverband aller in der linearen Kongruenz enthaltenen 
Flächen zweiten Grades kann aus oo? Bündelheeren mit je einer Zentrageraden zu- 
sammengesetzt werden. Die Zentrageraden sind die Strahlen der Fluchtebene. 

Die Hauptachsen der einscharig in der Kongruenz enthaltenen Flächen zweiten 
Grades bilden den quadratischen Hauptachsenkomplex der linearen Kongruenz. Die im 
quadratischen Hauptachsenkomplexe enthaltenen Regelflächen werden Hauptachsen- 
flächen genannt. So erfüllen die Hauptachsen einer Büschelschar konzentrischer Flächen 
zweiten Grades einen Kegel zweiter Ordnung als Hauptachsenfläche der Büschelschar. 
Eine Büschelschar von Flächen zweiten Grades mit einer eigentlichen Zentrageraden { 
hat zur Hauptachsenfläche eine biquadratische Regelfläche 7? mit t als Gerade dreifacher 
Punkte. 


3. Die Mittelpunktskurve m, der oo! oskulierenden Hyperboloide einer Regel- 
fläche A liegt in der Fluchtebene « der linearen Kongruenz. Jeder Punkt von m, ist der 
Mittelpunkt eines Kegels zweiter Ordnung des Hauptachsenkomplexes. Die Regelfläche A 
gibt so Anlaß zur Entstehung einer allgemeinen Kegelreihe mit der Zentrakurve m,. Die 
Anwendung der Hauptachsentransformation auf Gleichung (4) bestimmt auf jedem Kegel 
der Kegelreihe die Hauptachsen des oskulierenden Hyperboloides. Daher folgt: 

Die oo! Hauptachsentripel der oskulierenden Hyperboloide einer Regelfläche R erfüllen 
die „Hauptachsenfläche der oskulierenden Hyperboloide‘‘. Sie hat den Mittelpunktsort der 
die Regelfläche R oskulierenden Hyperboloide zur dreifachen Kurve. 

Von den oo? Durchmessern eines oskulierenden Hyperboloides liegt einer in der 
linearen Kongruenz. Die Mittelpunktskurve m, ist also Leitkurve einer weiteren in der 
Kongruenz enthaltenen Regelschar, erfüllt von oo! Durchmessern der oo! oskulierenden 
Hyperboloide. Mit anderen Worten: 

Die in der linearen Kongruenz enthaltenen oo! Durchmesser der oskulierenden HH yper- 
boloide einer Regelfläche R erfüllen die ‚„‚Evolutenregelschar‘‘ von R. Ihre Trägerfläche heißt 
die Evolutenregelfläche; sie hat die (reellen oder konjugiert imaginären) Leitgeraden der 
Kongruenz und den Müttelpunktsort der oskulierenden Hyperboloide zu Leitkurven. 

Erinnern wir uns an die schon früher benutzte Abbildung der linearen Kongruenz 
durch Verwandlung in eine Fläche zweiten Grades mit anschließender stereographischer 
Projektion. Der Hauptachsenkomplex der linearen Kongruenz und damit die Haupt- 
achsenfläche der oskulierenden Hyperboloide, sowie ihre Mittelpunktskurve werden von 
der Abbildung nicht erfaßt. Wohl aber die Evolutenregelschar der oskulierenden Hyper- 
boloide. Wird die Regelfläche AR der Kongruenz auf die Kurve r abgebildet, so geht die 
Evolutenregelschar auf die Evolute der Kurve r über. Die Normalen der Kurve r ent- 
sprechen den oo! parabolischen Regelscharen der linearen Kongruenz, welche die Regel- 
schar R in konjugierten Richtungen ®) schneiden. Da die Evolute von den Kurven- 
normalen umhüllt wird, ergibt sich der Satz: 

Die Evolutenregelfläche einer Regelfläche R ist die Hüllfläche der ©! zur Regelfläche R 
konjugierten Strahlenparaboloide. 
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Die Fußpunkttransformation ebener Kurven, die Inversion, die Transformation 
ebener Kurven durch Polaren®) in bezug auf einen Kreis und andere Theoreme 
finden in gleicher Weise in allen Einzelheiten ihre Gegenbilder in der Geometrie der 
linearen Kongruenz. Doch handelt es sich bei den entsprechenden Transformationen der 
linearen Kongruenz um spezielle Beispiele zu einer allgemeinen Theorie der Berührungs- 
transformationen in der Liniengeometrie. 


II. Die Trajektorflächen der Ringsysteme von Regelflächen zweiten Grades. 

4. Zwei gegebene Flächen zweiten Grades H}, H; werden von zwei Ringsystemen 
von Regelflächen zweiten Grades umhüllt®). Die oo! Flächen des einen Ringsystems be- 
rühren die beiden Leitflächen H7, Hz gleichartig, die oo! Flächen des anderen Ringsystems 
berühren sie ungleichartig. Die Mittelpunktsorte der Flächen beider Ringsysteme sind 
zwei ebene Kurven vierter Ordnung in der Fluchtebene; die in der Kongruenz enthaltenen 
Durchmesser dieser Flächen erfüllen zwei Regelscharen vierter Ordnung. Die schon häufig 
benutzte Abbildung der Kongruenz durch Verwandlung in eine Fläche zweiten Grades 
mit anschließender stereographischer Projektion bildet die beiden Leitflächen H7, Hz auf 
zwei Kreise X}, K} ab, die Flächen der beiden Ringsysteme aber auf die (gleichartigen 
und ungleichartigen) Berührungskreise von K7, K; (Fig. 1—6). Die zwei feste Kreise 

1, K} berührenden Kreise sind schon von J. Steiner eingehend behandelt worden. Ein 





Fig. 3. 





5) S. Lie, Geometrie der Berührungstransformationen, Leipzig 1896, Kap. 1, $ 3. 
*) Abhandlung II, Nr. 8. 
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Fig. 6. 


solches System von (gleichartigen oder ungleichartigen) Berührungskreisen heiße ein 
Steinersches Kreissystem. Merkwürdigerweise ist bisher eine Familie von Kurven un- 
bekannt geblieben, die als senkrechte Trajektorien der Steinerschen Kreissysteme erhalten 
werden können. Trotz dieser einfachen Erzeugungsart stellt diese Kurvenfamilie unter 
der großen Zahl von transzendenten Kurvenarten keine uninteressante Erscheinung 
dar. Wir nennen sie kurz Kreistrajektorien. 

5. Die vollständige Untersuchung der Kreistrajektorien kann auf eine Anzahl 
Differentialgleichungen zurückgeführt werden. Sie liefert folgende Ergebnisse, die für 
die späteren liniengeometrischen Betrachtungen von Bedeutung sind: 


a) Die Kreistrajektorien erster Art. Die Leitkreise X], K5 haben keine reellen 


Schnittpunkte. Der eine Leitkreis X schließt den andern ein und die oo! Kreise des 
Kreissystems berühren beide Leitkreise ungleichartig (Fig. 1). Durch reelle Kreisver- 
wandtschaft kann Fig. 1 in Fig. 4 verwandelt werden: Beide Leitkreise schließen einander 
aus und werden von den Kreisen des Kreissystems gleichartig berührt. In beiden Fällen 
gibt es einen und nur einen reellen Orthogonalkreis O0? zu den oo! Kreisen des Kreis- 
systems. Sind Aı(z, y), Kalz, y), O(x, y) die Potenzen der drei Kreise XÄ7, K3, 0”, so 
sind die Kreistrajektorien erster Art die Integralkurven der Differentialgleichung 


(6) rate V— Kılz, y): Kla, y) 
© O(&, y) — yV— Kıla, y) - Kala, Y) 
mit der Diskriminantenkurve 
(7) O°(z,y) - Kıla, y) - Kala,y) (+ y)—-0. 
Die Kreistrajektorie erster Art beginnt daher in einem Punkte 5, des Leitkreises Kj mit 
zwei Zweigen, die in S, eine Spitze bilden. Jeder hat einen reellen Wendepunkt. Beide 
Zweige nähern sich dem reellen Kreise 0? asymptotisch von außen, ihn in entgegen- 


gesetztem Umlaufsinne umkreisend. Eine zweite Spitze hat die Kreistrajektorie im 











Punkte S, von K5. Ihre beiden Zweige nähern sich dem Asymptotenkreise O? von innen 
in entgegengesetztem Umlaufsinne. Bei jedem vollen Umlauf zweier äußeren oder zweier 
inneren Zweige entstehen je zwei Doppelpunkte. Die Kreistrajektorie ist für ihren Asym- 
ptotenkreis selbstinvers. 


In Fig. 1 ist zudem x = 0, y = Ö isolierter Punkt der Kurve. 
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b) Die Kreistrajektorien zweiter Art. Die beiden Leitkreise schließen einander ein 
und werden gleichartig berührt (Fig. 2). Durch eine geeignete reelle Kreisverwandtschaft 
entstehen daraus zwei einander ausschließende Leitkreise mit ungleichartiger Berührung 
durch die oo! Kreise des Kreissystems. Die Kreistrajektorie zweiter Art hat in einem 
Punkte S, des einen Leitkreises eine Spitze. Die beiden von dort ausgehenden Zweige er- 
reichen mit je einem reellen Wendepunkte den anderen Leitkreis, wo sich weitere Zweige 
mit Spitzen ansetzen usf. Die Kreistrajektorien zweiter Art sind für einen imaginären 
Kreis 0? selbstinvers. In Fig. 2 ist zudem x = 0, y = 0 isolierter Punkt der Kurve. 


np 
2) 4 
rationale Zahl, so sind die Kreistrajektorien zweiter Art ın Fig. 2 algebraische Kurven. 
Ein beweglicher Kurvenpunkt kehrt dann nach Durchlaufen einer endlichen (geraden) 
Anzahl von Spitzen und Wendepunkten an seine Ausgangsstelle zurück. Die Kreis- 
trajektorie schließt sich um den inneren Leitkreis nach ein oder mehreren Umläufen. Ist 
m die Zahl der Umläufe, n die Zahl der Spitzen auf jedem der beiden Leitkreise und g eine 
ganze Zahl, so lautet die Schließungsbedingung: 


Ist die Quadratwurzel aus dem Radienverhältnis der Leitkreise \ eine 


“ MEN ana. 
” 2yrır; 28 


Es gibt daher nur eine algebraische Kreistrajektorie zweiter Art, die sich nach einem 
Umlauf schließt, sie hat innerhalb dieses Umlaufes vier Spitzen auf jedem Leitkreise. 
Die nächsthöhere algebraische Kurve schließt sich nach vier Umläufen mit sechs Spitzen 
auf jedem Leitkreise usf. 


c) Die Kreistrajektorien dritter Art. Die beiden Leitkreise berühren einander 
äußerlich oder innerlich in einem Punkte B (Fig. 3). Ein Punkt 5, des einen und ein 
Punkt 5, des anderen Leitkreises sind Spitzen. Die vier von ihnen paarweise ausgehenden 
Kurvenzweige berühren einander in B. Es kommen zwei oder keine reellen Wendepunkte 
vor. Zu den Kreistrajektorien dritter Art gehört ein reeller Kreis 0°. Für ıhn ist jede 
andere Kreistrajektorie selbstinvers. 

d) Die Kreistrajektorien vierter Art. Die Leitkreise haben zwei reelle Schnittpunkte 
P,, Ps. Das eine Kreissystem besteht aus den gleichartig, das andere aus den ungleich- 
artig berührenden Kreisen (Fig.5). Die Kreistrajektorie vierter Art hat Spitzen auf 
beiden Leitkreisen. Ihre Zweige berühren einander paarweise in den Knotenpunkten 
P;, Pz. Reelle Wendepunkte können paarweise auftreten. In P,, P, berührt die Kreis- 
trajektorie einen reellen Kreis, für den sie selbstinvers ist. 


e) Die Kreistrajektorien fünfter Art. Ist der eine Leitkreis ein Punkt A, (Fig. 6), 
so durchsetzt die Kreistrajektorie fünfter Art die oo! Kreise, die durch diesen Punkt 
gehen und den zweiten Leitkreis A3 berühren. Die Kreistrajektorie fünfter Art hat eine 
Spitze S,, einen asymptotischen Punkt A,, den ihre beiden Zweige in entgegengesetztem 
Sinne umkreisen; sie besitzt im allgemeinen zwei reelle Wendepunkte und oo! Doppel- 
punkte. Der inverse Punkt A7 des asymptotischen Punktes A, in bezug auf K; ist 180- 
lierter Punkt. 

Die Ausartung des zweiten Leitkreises führt auf ein Büschel von Kreisen als Ortho- 
gonaltrajektorien. Die Fälle a)—e) können durch reelle Kreisverwandtschaften nicht 
ineinander überführt werden. 


6. Die oo! Kongruenzrichtungen durch einen gegebenen Kongruenzstrahl s sind 


paarweise konjugiert und bilden eine Involution konjugierter Richtungen. Führen zwei 
30* 
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(algebraische oder transzendente) Regelscharen R,, R, der Kongruenz in zwei konju- 
gierten Richtungen durch s, so ist jede die Regelschar R, längs s berührende Regelschar 
zweiter Ordnung polarinvariant für jede R, längs s berührende Regelschar zweiter Ord- 
nung. Insbesondere gilt das von den beiden oskulierenden Regelscharen und den beiden 
berührenden parabolischen Regelscharen zweiter Ordnung ’). Zwei Systeme von Regel- 
scharen der Kongruenz, die einander überall in konjugierten Richtungen durchdringen, 
heißen konjugierte Systeme von Regelscharen, die Systeme ihrer Trägerflächen konjugierte 
Flächensysteme. Dabei sei daran erinnert, daß die Abbildung der linearen Kongruenz 
durch Deutung als Fläche zweiten Grades und stereographische Projektion die konju- 
gierten Flächensysteme der Kongruenz in die orthogonalen Kurvennetze der Bildebene 
verwandelt. 

Ihre Umkehrung führt daher die Kreissysteme und die in Nr. 5 behandelten ortho- 
gonalen Kreistrajektorien in die Ringsysteme von Flächen zweiten Grades (Nr. 4) und 
ihre konjugierten Flächensysteme über. Die konjugierten Flächen der Ringsysteme 
werden im folgenden als Trajektorflächen bezeichnet. Soll von den Kreistrajektorien der 
Ebene auf die Trajektorflächen der linearen Kongruenz geschlossen werden, so ist für die 
elliptische Kongruenz von den Kreistrajektorien der euklidischen Geometrie auszugehen, 
für die hyperbolische Kongruenz von denen der pseudoeuklidischen Geometrie. 


Da aber die Untersuchung der Kongruenz allein mittels Abbildungen unvoll- 
kommen bleibt, werden die Trajektorflächen zuerst unmittelbar in der linearen Kon- 
gruenz betrachtet und erst nachträglich wird ihre durch die Abbildung vermittelte Ver- 
wandtschaft mit den ebenen Kreistrajektorien herangezogen. 


A. Die Trajektorflächen in der elliptischen linearen Kongruenz. 


7. Die elliptische lineare Kongruenz sei durch die Gleichungen gegeben: 

(9) PP—Ps=0, P—Pp=—t. 
Zwei einscharig in der Kongruenz enthaltene (reelle) Strahlenhyperboloide H7, H?, die 
ohne Einschränkung der Allgemeinheit konzentrisch angenommen werden können und 
keinen reellen Strahl gemein haben, werden bestimmt durch die Gleichungen 

(10) n=ampt+taupm=I, hR=bmt+bp =. 
@,, a4 haben gleiche Vorzeichen, ebenso b,, d4. Die beiden linearen Strahlenkomplexe 
F., FT, mit diesen Gleichungen schneiden die Kongruenz in den Regelscharen 97, 9; der 
Hyperboloide H7, H2. Die beiden Strahlenhyperboloide 47, HZ sind die Leitflächen zweier 


Ringsysteme von Flächen zweiten Grades. Die oo! Flächen des ersten Ringsystems be- 
rühren die Leitflächen ungleichartig, und die Darstellung ihrer ©! Regelscharen mittels 
des Scharparameters A lautet: 


(—-— oo <A<+tm). 


Die oo! Flächen des zweiten Ringsystems berühren die Leitflächen gleichartig und ihre 
oo! Regelscharen haben die Parametergleichung 


1) Ya Wadın + Vabıp) — Vabı— Va) Warkpı + Var Raupı] = 0 
(oo <A<+tm). 


Berührt eine Fläche des einen oder des anderen Ringsystems die Leitfläche H! längs des 


”) Abhandlung II, S. 178. 
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Regelstrahles r(p,), so ist ıhre Gleichung bestimmt durch den Parameterwert 
P5. 


gleichzeitig ist 


Ein solches Ringsystem sendet durch einen gegebenen Kongruenzstrahl s(p;) im Ring- 


gebiet zwischen den Leitflächen H?, HZ zwei reelle Flächen zweiten Grades, bedingt also 
ein doppeltes „Richtungsfeld‘‘. Die beiden Flächenparameter ,, /, dieser Richtungen 
sind bestimmt durch 


a, PslVazbspı F Var ea EB ZI, 
04 PıPa ei, = Vayb,) 

dazu gehört 

a, _ pe(Vazbypı 7 ; a,b, Ba). — Ps y—!| . 2 

04 pıpaV ajb; > }- Yayb ı) 


Die oberen Vorzeichen betreffen das Ringsystem erster Art (ungleichartige Berührung), 
die unteren das Ringsystem zweiter Art (gleichartige Berührung). Die Bestimmung der 
konjugierten Flächen führt auf die Differentialgleichung der Trajektorflächen (Nr. 6) 
erster und zweiter Art: 


(12) —pı V— Ar dp, + (Ps [Ya, b4pı + Vaybıpıl — Ps Vf ) dps 
+ (— Ps [Yazbıpı Va,b,p,] 0 y— r T,)dps = 0 


Mit Hilfe der Kongruenzgleichungen (9) und der Plückerschen Fundamentalbeziehung 
wird p, eliminiert: 


1.2 — 


PHP, 

Pa 
Dann ist die linke Seite der Differentialgleichung (12) der Trajektorflächen äquivalent 
einer Differentialform in zwei inhomogenen Veränderlichen x, y: 


fijdx + fady. 


ee 


Mit —f® = x und — 5 = y erhält man 


Pa Pa 
an [= Ir Wahn + 99 Va) + Tale FR 
fr = L x (Yazb «(+ Y)F Ya,b, )—yV —[a;( x” + y" ; . ı][bata? + np b,] 


Die Differentialgleichung (12) der Trajektorflächen geht jetzt über ın 


(14) u WVasbıta? + 2P)7 y . ıJ +7 V— [a,(2? + 7?) — a,] [ba(a? + | + y ) — —b 1] 


y =" —— — — nn, 


T [Vazbu(a? + + y?) V a, b,] u V— [a,(2? + 9?) — a,][du(2® + L, 2) — -b, | 
b, 


-&n 





© A; o ° . . . ‚2 ‚2 » .. 
Setzt man - -r, und deutet r,, r, als die Radien der Kreise A}, Az ın Fig. I, so 


4 
ist die Bitnsilhuieknng (14) der Trajektorflächen mit der Differentialgleichung (6) 
der Kreistrajektorien in Nr. 5 identisch. Das war zu erwarten, weil die Abbildung der 
elliptischen linearen Kongruenz auf die euklidische Bildebene die Trajektorflächen in die 
Kreistrajektorien verwandelt. Wegen der Invarianz gegen Drehungen um den Anfangs- 
punkt ist die Differentialgleichung (14) durch Anwendung von Polarkoordinaten 
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separierbar: 








(15) „iv _ Y- Ge — a) bie — bi) 
de Va,b,0? F Yab, 





und hat das Integral ®) 


a y— (a, 0? — 4) (b, 0? —b, 1) 
(16) = arctg- 
Va,b,0° + Va,b, 


u. Vabı — Va,b 1 9 28 V— (a,0?— a,) (b,0 — 5) a,b a DR 
Te. Gig a,0? — a, azb, re Oaste<+ta 

















für das konjugierte Flächensystem des Ringsystems erster Art und ®) 
V— (a; e a) (u —bı) 
Va, bu? — Vayb, 
aa re arc tg y— (a, 0? u (4e?—b, far be) +c (—asC<+n) 


a arcctg 40 —a, 








(16) p=arctg 








für das konjugierte Flächensystem des Ringsystems zweiter Art. Geht man den ange- 
deuteten Weg zurück, indem man zu Linienkoordinaten zurückkehrt, so erhält man aus (16) 
bzw. (16’) das Integral der Differentialgleichung (12) in Linienkoordinaten. Als konju- 
giertes Flächensystem zum Ringsystem erster Art ergeben sich die Trajektorflächen erster 


Art mit der Gleichung ?) 


2up + A— u?) P5 

1 — u?) ps — 2uPs 

Vorb; let + Vabı Varbı "Ar e self. Ar | ud =0 (-[o<u<+to), 
abapı —Vaıbıps Yacht, a 471 

als konjugiertes Flächensystem zum Ringsystem zweiter Art die Trajektorflächen zweiter 

Art mit der Gleichung): 


2upe + (1 — u?)p5 

1 — u?) Pe — 2uP; 

VERn Vet Vaud are us ab) =0 EEE 
Vazbıpı 7 Vaybıpa Tr b,b, —arcetg Ta agb, 





(17)  aretg ( 





— are tg- 











(17) aretg 








— arctg 





Als Flächenparameter im System der Trajektorflächen dient u = tg r Den Ring- 


systemen AR, R’ erster und zweiter Art von Flächen zweiten Grades mit den Gleichungen 
(11), (11’) sind die Systeme 7, T’ von Trajektorflächen erster und zweiter Art mit den 
Gleichungen (17), (17) konjugiert. Die Diskriminantenfläche A der Differentialgleichung 


me ey 
8) In Gleichung (16) ist ArTg oder Ar Ctg zu setzen, je nachdem 1 z 2 3 “ ss <1. Beide Aus- 
4  ' 4 


drücke stellen jedoch Zweige eines einzigen Gebildes dar, da sich At Tg und AırCtg für alle Argumente 2 gemeinsam 


durch In | - ausdrücken lassen. In Gleichung (16°) ist (im 3. Glied) sowohl die Funktion arc tg als auch 


arc ctg zu berücksichtigen. 
®) Für die Integrationskonstante C der Gleichungen (16) u. (16) ist U = 2arctg u zu setzen. 
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(12) der Trajektorflächen hat die Gleichung 
(18) Alp.) = Apr pilVaybı Pı £ Va,bı p4) (a4Pı + apa) (dapı + dpa) = 0 

und enthält die beiden Paare von konjugiert imaginären Kongruenzstrahlen- 
büscheln erster Ordnung p, = 0, p, = 0 mit je einem reellen gemeinsamen Strahle. Diese 
beiden Strahlen sind isolierte Strahlen der Diskriminantenfläche. Ferner gehören die 
beiden einscharig in der Kongruenz enthaltenen Strahlenhyperboloide 47, H; mit den 
Gleichungen (10) der Diskriminantenfläche an. Ihre Regelscharen bestehen aus den Rück- 
kehrregelstrahlen der Trajektorflächen. Endlich gehört eine Fläche O? zweiten Grades 
zur Diskriminantenfläche. Ihre Regelschar hat die Gleichung: 


(19) 0®=Yabpm +VYabmr=0, P—Pp—0, Pr—Pps— 0 
und ist singuläres Integral der Differentialgleichung (12). Die weitere Untersuchung 
der Systeme 7, 7’ von Trajektorflächen und der Diskriminantenfläche mit Hilfe der 
Gleichungen (12)—(19) gibt folgende Resultate: 

Zwei einscharig in der elliptischen linearen Kongruenz enthaltene Strahlenhyperboloide 


H7, Hz müt zwei gemeinsamen kon jugiert imaginären Regelstrahlen bestimmen ein Ringsystem R 
von oo! sie ungleichartig berührenden Strahlenflächen zweiten Grades. Durch einen gegebenen 
Kongruenzstrahl des Ringgebietes zwischen den Leitflächen gehen zwei reelle Flächen des 
Ringsystems R. Dem Flächensystem R (Gleichung 11) ist ein Flächensystem T (Gleichung 17) 
von oo! transzendenten Trajektorflächen erster Art konjugiert. Jede Trajektorfläche schneidet 
die oo! Flächen des Ringsystems in konjugierten Richtungen. Das System T der Trajektor- 
flächen erster Art enthält außer oo! transzendenten Flächen ein reelles Strahlenhyperboloid O®. 
Es ist für die oo! Flächen des Ringsystems R polarıinvariant und die Asymptotenfläche aller 
Trajektorflächen. 

Jede reelle transzendente Trajektorfläche erster Art hat einen Regelstrahl s, der äußeren 


Leitfläche H} zum Rückkehrregelstrahl. Beide in s, ansetzende Flächenschalen haben je einen 
reellen Wenderegelstrahl und nähern sich dem Strahlenhyperboloid 0% asymptotisch von 
außen in entgegengesetztem Umlaufsinne, wobei sie einander unendlich oft in je einem 
Regelstrahl schneiden. Ebenso ist ein Regelstrahl s, der inneren Leitfläche H, Rückkehr- 
regelstrahl der Trajektorfläche; die beiden von s, ausgehenden Flächenschalen nähern sich 
dem Strahlenhyperboloid O® asymptotisch von innen in entgegengesetztem Umlaufsinne. 
Die Trajektorfläche ist für ihre Asymptotenfläche O° autopolar. 

Die Wenderegelstrahlen aller Trajektorflächen erster Art erfüllen die Regelschar eines 
Strahlenhyperboloides W?, ihre Rückkehrregelstrahlen erfüllen die Regelscharen der Strahlen- 
hyperboloide H7, H;. Die Flächen H?, H}, W” und die reelle Asymptotenfläche OÖ" liegen in 
einem Büschel von Regelflächen zweiten Grades. 

Die Abbildung der Kongruenz auf die euklidische Bildebene verwandelt die Tra- 
jektorflächen erster Art in die Kreistrajektorien erster Art (Nr.5a). Die konjugierten 
Flächensysteme AR, T gehen also in die orthogonalen Kurvensysteme der Fig. 1 über. 
Sind die Leitflächen #7, Hz koachsiale Rotationshyperboloide, so liefern auch die achsen- 
normalen Schnitte durch die Flächensysteme R, T die Fig. 1. 

Zwei einscharig in der elliptischen linearen Kongruenz enthaltene Strahlenhyper- 
boloide H 4 H x mit zwei gemeinsamen kon jugiert imaginären Regelstrahlen bestimmen ein Ring- 
system R’ von oo! sie gleichartig berührenden Strahlenflächen zweiten Grades. Dem Flächen- 
system R’ (Gleichung 11’) ist ein Flächensystem T’ (Gleichung 17’) von oo! Trajektorflächen 
zweiter Art konjugiert. Die Flächen beider Systeme schneiden einander ın kon Jugierten 
Richtungen. Eine Tra jektorfläche zweiter Art läuft im ganzen Ringgebiet zwischen H7, H; 











(20) 
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hin und her. Jede reelle Flächenschale berührt dabei die vorhergehende und die folgende in 


einem Rückkehrregelstrahl, so daß die Rückkehrregelstrahlen abwechselnd auf H} oder H; 
liegen. Auf jeder Trajektorfläche zweiter Art liegt zwischen zwei aufeinanderfolgenden Rück- 
kehrregelstrahlen ein reeller Wenderegelstrahl. Das System T’ der Trajektorflächen zweiter 
Art enthält außer oo! transzendenten Regelflächen eine imaginäre Regelfläche 0? zweiten 
Grades. Sie ist für die oo! Flächen des Ringsystems polarınvariant. 

Die Trajektorfläche zweiter Art ist für die imaginäre Regelfläche O? autopolar. 

Dabei ist in Gleichung (17’) für das dritte Glied sowohl arc tg als auch arc ctg zu 
berücksichtigen. Die durch den arc tg dargestellten Flächenteile sind zu den durch den 
arc ctg dargestellten Flächenteilen in bezug auf die imaginäre Regelfläche 0? rezi- 
prok polar. 

Die Wenderegelstrahlen der Trajektorflächen zweiter Art erfüllen die Regelschar eines 
Strahlenhyperboloids W?, ihre Rückkehrregelstrahlen erfüllen die Regelscharen der Strahlen- 
hyperboloide H}, H;. Die Flächen H}, H}, W” und die imaginäre Regelfläche O? liegen 
in einem Büschel von Regelflächen zweiten Grades. 

Die Abbildung der Kongruenz auf die euklidische Bildebene verwandelt die Tra- 
jektorflächen zweiter Art in die Kreistrajektorien zweiter Art (Nr. 5b, Fig. 2). In der 
Zeichnung sind nur die dem arc tg der Gleichung (17’) entsprechenden Flächenteile 
berücksichtigt. Sind die Leitflächen koachsiale Rotationshyperboloide, so entsteht 
Fig. 2 auch unmittelbar als achsennormaler Schnitt der Flächensysteme AR’, T”. 

8. Mit Benutzung von kartesischen rechtwinkligen Koordinaten x, y, z lassen sich 
die WORT erster Art darstellen durch die Gleichung: 


VI-a(2+y)+a(1+2) [da +yP)—b(1 +2] 
tg” tg tg 
wo R, a er 7 he Vazbs(a2+ Yy2)+Ya, 5,1422) 


Varbs m.) 2 5 Liz — nn ‚(1+22)] a,b, nn 
Ar 2 2 6, 
die ae zweiter Art durch die Gleichung: 
BR GINGE DELTIEZG) UIGETEENIEEE) 
Vazb,(2? + y?) —Yayt b,(1 +2?) 


‚ Vabst+Vab, % are tg Yale + ++) Te) Fa ja .)=0 
SEE arcctg a,(2?+y?)—a,(1+ 2?) 


Ist in der Gleichung (17’) oder (20°) die Zahl 
Varbı + Yasbı 
Vayazbıb, 

rational, so lassen sich die sämtlichen arc tg-Glieder nach dem Additionstheorem der 
arc tg-Funktion zu einem einzigen Gliede zusammenfassen. Die Trajektorflächen zweiter 
Art sind in diesem Falle algebraisch. Ein beweglicher reeller Regelstrahl, der die Fläche 
beschreibt, kehrt nach Durchlaufen einer endlichen (geraden) Anzahl von Rückkehr- 
regelstrahlen und Wenderegelstrahlen in seine Ausgangslage zurück. Die Schließungs- 
bedingung der algebraischen Trajektorflächen ist derjenigen der algebraischen Kreis- 
trajektorien analog (Gleichung 8): 


Eine algebraische Trajektorfläche zweiter Art schließt sich reell nach einer endlichen 
Anzahl m von Umläufen im Ringgebiet zwischen zwei Strahlenhyperboloiden. Ist 2n die 
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Anzahl der unterwegs angetrofjenen Rückkehrregelstrahlen (sowie der reellen Wenderegel- 


strahlen), so gilt: 

- _® Fr. wo g=2,3,4,... 
Die Umlaufzahlen der verschiedenen Typen algebraischer Trajektorflächen zweiter Art sind 
die Quadrate der natürlichen Zahlen. 

9. In Fig. 1 sind die beiden Spitzen S,, S, der Kreistrajektorie inverse Punkte für 
ihren Asymptotenkreis o?, und die ganze Kurve besteht aus Paaren inverser Punkte für 
diesen Kreis. Insbesondere werden die oo! Doppelpunkte der Kurve durch die Inversion 
am Kreise 0? auf der Geraden S,, 5, involutorisch zu Paaren geordnet. Die Schnitt- 
punkte von 5, S, mit 0? sind die Doppelelemente der Involution und die beiden Häufungs- 
punkte der Kurvendoppelpunkte. Da zwei für einen Kreis inversen Punkten der Bildebene 
zwei reziprok polare Kongruenzstrahlen in bezug auf eine Fläche zweiten Grades ent- 
sprechen, ergibt sich folgendes Theorem: 

Eine Trajektorfläche erster Art ıst autopolar im polaren Raume ihrer Asymptoten- 
fläche O?, ihre Regelstrahlen sind Paare von reziproken Polaren für das Strahlenhyper- 
boloid O2. Insbesondere ordnet dieses die beiden Rückkehrregelstrahlen und die beiden 
isolierten Strahlen der Trajektorfläche einander zu und paart ebenso ihre oo! Doppelregel- 
strahlen involutorisch. Die Rückkehrregelstrahlen, isolierten Regelstrahlen und die Doppel- 
regelstrahlen der Trajektorfläche liegen in einer für O? autopolaren Regelschar R? zweiter 
Ordnung. Die beiden reellen Schnittstrahlen dieser Regelschar WR? mit der Regelschar der 
Asymptotenfläche O? sind Häufungsstellen der Doppelregelstrahlen, ohne selber der Trajektor- 
fläche anzugehören. 

10. Die vollständige Behandlung der übrigen Arten von Trajektorflächen der 
elliptischen linearen Kongruenz führt auf folgende Ergebnisse: 

Zwei einscharig in der elliptischen linearen Kongruenz enthaltene Strahlenhyperboloide 
H7, H7;, die einander längs eines Regelstrahles b berühren, bestimmen ein Ringsystem R 
von Strahlenflächen zweiten Grades. Die oo! Flächen des Ringsystems berühren die beiden 
Leitflächen H7, H} ungleichartig oder gleichartig, je nachdem H} und H, einander ein- 
schließen oder ausschließen. Dem Flächensystem R ist ein System T von Trajektorflächen 
dritter Art konjugiert. Eine Trajektorfläche dritter Art geht bei der Abbildung der Kon- 
gruenz in eine Kreistrajektorie dritter Art über (Fig. 3). Das Flächensystem T von Trajektor- 
flächen dritter Art enthält ein reelles Strahlenhyperboloid 0°. Es ıst für die oo! Flächen 
zweiten Grades des Ringsystems R autopolar und berührt die Hyperboloide H}, Hz, längs 
ihres gemeinsamen Strahles b. 

Eine Trajektorfläche dritter Art hat einen Rückkehrregelstrahl s, auf dem Hyper- 
boloid H; (Bildpunkt S,) und einen Rückkehrregelstrahl s, auf dem Hyperboloid H,} (Bild- 
punkt $S,). Die vier von den beiden Rückkehrregelstrahlen ausgehenden Flächenschalen 
umschließen das Hwyperboloid 0° paarweise von außen und innen und berühren es längs 
des Regelstrahles b (Bildpunkt B). Die Trajektorfläche dritter Art ist für das Hyperboloid 
0? autopolar. 

Zwei Leitflächen H7, H};, die einander in zwei reellen Regelstrahlen r,, r, schneiden, 
führen in entsprechender Weise auf zwei Ringsysteme und damit auf die Trajektor- 
flächen vierter Art in der elliptischen linearen Kongruenz. Durch die beiden Tripel 
von Gleichungen 


H=p+m+t2p=t0, 
2 
H,=p+Pp+ Fi Zu 


Heft 4, 


Pr —Ps =; Ps —Ps =, 
(21) 


Pe —Ps=0, Ps—P =) 


Journal für Mathematik. Bd. 178. un. 
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sind zwei Strahlenhyperboloide #7, Hz gegeben, die einander in den reellen Strahlen 


: pP=B=0, mM=—-1l PR=-A=-t+tl m=rl, 
N: pR=p=0, pA=—l, B=-mM=-—1l M=rl 
schneiden. Durch sie sind zwei Systeme von Trajektorflächen vierter Art bedingt. Die 


Gleichungen der Regelscharen dieser beiden Systeme von Trajektorflächen vierter Art 
lauten: 























_ wi A y 
(22) Ar Tg 2pe + APpı - = Pa) + Vr Tg v u un — aAr Tg An =0 

2)pgs + (Pı — Pa) 0; a0; = (—1<i< 
2 2p, + Mpı— po) VERS na year 
22’) Ar Tg ı — + Ar Tg ——-— y1— a? Ar T _ (0 





woa= Kei und ö = 1 — 2a? gesetzt ist. Die Gleichungen 
C 
(23) 09, =pn+2p +m=P0, 
(23°) 0, = Ppı —2p + pi = 0 


stellen zwei Regelscharen zweiter Ordnung dar. Ihre Trägerflächen 01,0, sind selbst 
Trajektorflächen im ersten bzw. zweiten Flächensystem und sind für die ool Regel- 
flächen des ersten bzw. zweiten Ringsystems autopolar. Alle Trajektorflächen vierter 


Art des ersten Flächensystems sind für 0} autopolar, alle Trajektorflächen des zweiten 


Flächensystems sind es für O5. Die Fig. 5 zeigt die Bilder der Trajektorflächen vierter 
Art. Im ganzen ergibt sich das Resultat: 


Zwei einscharig in der elliptischen linearen Kongruenz enthaltene Strahlenhyperboloide 


Hi, H3 (Bildkreise Ki, K5), die einander in zwei reellen Regelstrahlen r,, r, schneiden, 
bestimmen zwei Ringsysteme von Regelflächen zweiten Grades. Die oo! Flächen des einen 


Ringsystems berühren die beiden Leitflächen Hi, H2 gleichartig, die oo' Flächen des an- 
deren Ringsystems berühren sie ungleichartig. Jedem der beiden Ringsysteme ist ein 
System von Trajektorflächen vierter Art konjugiert. 


Die Trajektorfläche vierter Art (Gleichung 22 oder 22’) ist i. a. transzendent und hat 
vier Rückkehrregelstrahlen Sg, Sg, Sg, 5. Sie hat vier reelle Flächenschalen, deren zwei, 


ig, fg, vom Rückkehrregelstrahl s, (Bildpunkt S,) zum Rückkehrregelstrahl s, (Bildpunkt S,) 
führen, während die beiden anderen, i4, von s, (Bildpunkt S4) nach 5, (Bildpunkt $,) 
laufen. Außerdem berühren die Schalen t,,t, einander im Regelstrahl r, (Bildpunkt P,) 
und die Schalen t4,t4 berühren einander im Regelstrahle r, (Bildpunkt P,). Diese vier 
Flächenschalen werden in den Regelstrahlen r, und r, paarweise von einer Regelfläche O, 


zweiten Grades berührt und die Trajektorfläche vierter Art ist für die Regelfläche O7 auto- 
polar. Die Regelstrahlen und insbesondere die Rückkehrregelstrahlen sg, sg, und Sg, Ss 


. . . . 2 
sind paarweise reziproke Polaren im polaren Raume von O)\. 


Für rationale Werte von a in (22) oder für rationale Werte von Yi1 — a? in (22) 
ist die Trajektorfläche vierter Art algebraisch. 


11. Von zwei Regelscharen 7, 8; zweiter Ordnung der elliptischen linearen Kon- 
gruenz sei die erste in zwei konjugiert imaginäre Strahlenbüschel erster Ordnung zer- 
fallen. Ihre beiden Ebenen gehen durch den reellen Kongruenzstrahl k, und je eine 


der beiden konjugiert imaginären Leitgeraden. Die zweite Regelschar 85 liege auf dem 
Strahlenhyperboloid K3. Der reelle Kongruenzstrahl k/ sei die reziproke Polare von 
k, im polaren Raume von X3. Die oo! einscharig in der Kongruenz enthaltenen Flächen 


+8 
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zweiten Grades, die X; berühren und durch k, gehen, bilden ein entartetes Ringsystem. 
Sein Bild ist das Kreissystem in Fig. 6, gebildet aus allen Kreisen, die den festen Kreis 
Kz berühren und durch den Punkt Ä, gehen. Die Kreistrajektorien fünfter Art aber 
stellen die Trajektorflächen fünfter Art dar, und es folgen die Sätze: 

Durch eine Regelfläche K; zweiten Grades und einen Kongruenzstrahl k, ist ein ent- 
artetes Ringsystem R von oo! Regelflächen zweiten Grades bestimmt, die K; berühren und 
durch k, gehen. Durch einen reellen Kongruenzstrahl gehen keine oder zwei reelle Flächen 
des Ringsystems, je nachdem der Strahl von k, durch die Fläche K5 getrennt wird oder nicht. 
Dem entarteten Ringsystem ıst ein System T von transzendenten Trajektorflächen fünfter 
Art konjugtert. 

Die Trajektorfläche fünfter Art besitzt zwei konjugiert imaginäre windschiefe Leit- 
geraden und zwei reelle Flächenschalen t,, tz, die einander in dem Rückkehrregelstrahl s-, 
(Bildpunkt S,) berühren und je einen reellen Wenderegelstrahl enthalten. Beide Flächen- 
schalen haben den Kongruenzstrahl k, zum asymptotischen Strahl, indem sie ihn in ent- 
gegengeseiztem Umlaufsinne umkreisen; dabei entstehen oo! Doppelregelstrahlen der Trajektor- 
fläche, in denen ihre beiden Schalen einander schneiden. Endlich hat die Trajektorfläche 
fünfter Art einen isolierten Regelstrahl ki. Die Strahlen k,, ki sind reziproke Polaren für K;. 

Die oo! transzendenten Regelflächen eines Systems T von Trajektorflächen fünfter 
Art haben ihren asymptotischen Regelstrahl k, und ihren isolierten Regelstrahl ki gemein- 
sam. Ihre Rückkehrregelstrahlen erfüllen die Regelschar eines Strahlenhyperboloides K;, 
und die Strahlen k,, kl sind zwei reziproke Polaren für K}. 


Im polaren Raume der Regelfläche X3 entspricht der Trajektorfläche fünfter Art 
mit dem Rückkehrregelstrahl s,, dem asymptotischen Regelstrahle k, und dem isolierten 
Regelstrahle k) eine andere Trajektorfläche fünfter Art mit dem Rückkehrregelstrahle 
$„, dem isolierten Regelstrahle k, und dem asymptotischen Regelstrahle ki (Fig. 6). 

Zerfallen zwei Regelscharen zweiter Ordnung 81,8; der elliptischen linearen 
Kongruenz bzw. in zwei konjugiert imaginäre Strahlenbüschel erster Ordnung mit dem 
reellen gemeinsamen Strahle r, und in zwei konjugiert imaginäre Strahlenbüschel erster 
Ordnung mit dem reellen gemeinsamen Strahle r,, so sind r,,r, und die Leitgeraden 
der Kongruenz die Grundstrahlen eines Büschels von oo! Regelscharen zweiter Ordnung. 
Das konjugierte Flächensystem ist gleichfalls ein Büschel von Regelscharen zweiter . 
Ordnung, und die Trägerflächen beider Büschel sind füreinander autopolar. Es ergeben 
sich daher keine weiteren Trajektorflächen. 

Die fünf verschiedenen Arten von Trajektorflächen in der elliptischen linearen 
Kongruenz können durch keine reellen Kollineationen ineinander überführt werden. 


B. Die Trajektorflächen in der hyperbolischen linearen Kongruenz. 
12. Die hyperbolische lineare Kongruenz sei durch die Gleichungen gegeben: 
(24) PR—-Pp=-0I, Ptp-. 
Zwei einscharig in der Kongruenz enthaltene Strahlenhyperboloide 47, Hz, die ohne 


Einschränkung der Allgemeinheit konzentrisch angenommen werden können und ein- 
ander in zwei reellen Regelstrahlen r,, r, schneiden, sind bestimmt durch die Gleichungen 


(25) n=amp+ up =t, n=bpm+bpı = 
mit a), > 0,a,>0,b,>0,b,> Oodersgn a, = — sgn a, und zugleich sgn b, = — sgnb, °). 
Die beiden linearen Strahlenkomplexe T,, T, mit diesen Gleichungen schneiden die Kon- 





10) Die Fälle a, >0, ,>0,5,>0,4,<0 ode ,>0,b,>0, a, >0, aa<0 führen auf Ringsysteme 
aus imaginären Flächen zweiten Grades mit imaginären Polarsystemen, 
31* 
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eruenz in den Regelscharen 9, $ der Hyperboloide H}, H,. Ihre beiden gemein- 


samen Regelstrahlen r,,rz haben die Gleichungen: 

pn=m=0p=p und m=m=0, Pp=—Pe 
Die beiden Strahlenhyperboloide werden von zwei Ringsystemen von je oo! Regel- 
flächen zweiten Grades umhüllt. Die Flächen des ersten Ringsystems berühren H7, H; 
ungleichartig, die des zweiten berühren gleichartig. Die Gleichungen ihrer oo! Regel- 


scharen sind: 


(26) Va, (y« agbapı — Ya,b pa)— (Ya, bu+Vayb, Va, Ap;- VReu—apel=ol 
(26’) Ya, (Yazbapı + Vaybı pa) — (Yanbı—Vazb,) Va, Aps—V A?ag—ay pe) 0 
Jedes der beiden Flächensysteme sendet durch einen gegebenen Kongruenzstrahl s(p;) 


zwei (reelle oder imaginäre) Regelflächen zweiten Grades, bedingt also in der Kongruenz 
ein doppeltes Richtungsfeld. Die beiden Flächenparameter sind: 


"En a, P5\ (Yaybıpı : ii Va,b, ı Pa) ’— Pe VY+HrB 
| 04 PıPa (Vaybı + Ya,b,) 

Ganz wie in Nr. 7 dieser Abhandlung ist nun die Differentialgleichung der beiden Ring- 
systemen konjugierten Flächensysteme aufzustellen und zu integrieren. Die konjugierten 
Flächensysteme 7, T’ bestehen aus Trajektorflächen sechster und siebenter Art mit 

den Gleichungen 
- Tg (1 + u) Ps + 2uPpe 
| eg (+ 2) ps + 2ups 


gt ___ Ya ee are Hunızı 4) 
eig Vazb, aPı 7 Va,b, ıPa Vaabb, ab 


arectg T, 
(27) U 29 il ) Ps + 2uPpe 


"Etg(I+ ) pe + 2np; 
_ gr NT BE VTır, „Ya bi + Vazb di gyn VER ja do 
a 


























eig Vazb bıpı + Vaybıpa Vara.b, b, eg Ta abi 
In jeder Gleichung gilt im ersten und zweiten Glied Ar 5 für p,S p,, Im dritten 


Gliede von (27°) Ar 29, je nachdem Y® 5] Hd, In (27) ist im dritten Glied 
Sta f fa” 


sowohl die Funktion arc tg als auch are etg zu berücksichtigen. 
Die Diskriminantenfläche der en lautet: 


(28) Alp) = Apip;(Va,b,p, + Va,b,p,)® (ap, + a,p,) (dp, + 5,p,) =. 
Die beiden durch a,p4 + a,pı = 0 und he R b,Pı = 0 gegebenen Regelscharen zweiter 


Ordnung 9}, ö; werden von den Rückkehrregelstrahlen der F lächensysteme 7, T’ von 
Trajektorflächen sechster und siebenter Art erfüllt. Die beiden Gleichungen 


Vazbapı + Varbıpa = 0 und Vaybıpı ag Vaybıpa = 0 
stellen gleichfalls zwei Regelscharen zweiter Ordnung dar, deren Trägerflächen O/, 0; 


als singuläre Integralflächen zur Diskriminantenfläche gehören. Das Hyperboloid O0] 
ist eine spezielle Trajektorfläche sechster Art, 0} eine solche siebenter Art. 


Aus den Gleichungen (27) und (27’), welche die (in der Kongruenz enthaltenen) 
Regelscharen der Trajektorflächen sechster und siebenter Art bestimmen, erhält man 


| 
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die Gleichungen dieser Flächen in kartesischen Koordinaten: 
29 Y_ 9, 282muHt (lt A) 














I) eg Ggli+ w)a +24 
Ts Val? — 2) + all — 2)] buy? — 2?) + bill — 9] 
— Ar 
eig Vazbı (y? — 2?) — Yayb, (1 — 2) 
‚Yab—Vab( are tg la d)+ AP) + —®)] 5) 0 
Va,a.b u‘ arccig a(y"— 2?) + a, (1— 2°) ayb, 
1040104 
' Tg Y Tg 2Zu2 + (1+ u) 
C 9) U x 
. sta % u. Cta (i+ L. 8) 2 au 
—_ Ar Tg Vlas( #5 4) +a1— 2) 22)] [bu(y? — 3?) +b, (d- 1 
erg Vazbı (7? — 2?) +Vayb, (1 — 2) 
Yard ir + Vazbı op, Tg Vla,(y? — = «2) +a ‚(1 - — 2) DIL y? — 2?) e b,(1  P} /a,b, Ey 
ch Ctg a(y? — 2?) + a1 — 2 a,b, 
In (29) und (29’) gilt im zweiten Gliede Ar Tg oder Ar Cta, je nachdem |: >21. (In 


sämtlichen Gliedern ist für Argumentwerte #> 1 der Wr Tg „ durch den tr Eta u zu 
ersetzen.) Ihre Schnittkurven senkrecht zur z-Achse, z = konst., erhalten mit 2 =» Sing, 
y=obofp für y2r|2|21 bzw zr=o0Coy, y=o&ingp für y2an,|:2 si 
die Form: 


9 Yes? + al — Tr + ll — 2] 














30) & = Wr —— 
RE eig Va,bs0? — Ya,b,(1— 2) 
_Vasbs — Vayb, (_ arc tg Vla,0®+a,(1— 22) )Ids0°+bı (1—2? fa ) ' —00<c<+o) 
arc ctg a,0?+a,(1— 2) a,b,, | 
) dee 
(30) p = ar 28 le? + all — AT + hl ZA] 
eg Vazbyo® + Ya,)b,(1—: *) 
_Varbı + Vasbı 9,281} In + at 1—22)][dse®+ bil I ii Ein 
Yayazbıb; eig + a,(1— 2) 'azb, 


Die Schnittkurve des Hyperboloides 0} mit der Ebene : = konst. ist die Hyperbel mit 
der Gleichung 


(31) Vabıty? — 2) + Ya 2) 0. 


Geht jetzt in der Gleichung (30) 0? — 





ayby 
(31) gegebenen Hyperbel; gleichzeitig ergibt sich : 
lım @ = io. 


„_Ve: 


aa 


Die Trajektorflächen sechster Art haben daher das reelle Strahlenhyperboloid O7 zur 
Asymptotenfläche ihrer imaginären Flächenschalen. Das Gesamtergebnis lautet folgender- 
maßen: 


Zwei einscharig in der hyperbolischen linearen Kongruenz enthaltene Strahlenhyper- 


. 2 2 . . . . . . 
boloide H7, Hz mit zwei reellen gemeinsamen Regelstrahlen r,, rz bestimmen ein Ringsystem R 
von ool sie ungleichartig berührenden Strahlenflächen zweiten Grades (Gleichung 26). Dem 
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Flächensystem R ist ein Flächensystem T von oo! transzendenten Trajektorflächen sechster 
Art konjugiert (Gleichung 27 und 29). Durch einen gegebenen Kongruenzstrahl gehen zwei 
reelle oder imaginäre Flächenschalen des Systems T. Die Regelscharen von H7, Hz bestehen 
aus den Rückkehrregelstrahlen der Trajektorflächen sechster Art. Zu den Trajektorflächen 
sechster Art gehört außer oo! transzendenten Flächen ein reelles Strahlenhyperboloid O1; es 
ist für die oo! Strahlenflächen zweiten Grades des Ringsystems autopolar. Die transzendente 
Trajektorfläche sechster Art hat das reelle Strahlenhyperboloid O} zur Asymptotenfläche 
ihrer imaginären Flächenschalen und ist für O} autopolar. 

Dabei ist in Gleichung (27) und (29) im dritten Gliede sowohl arctg als auch 
arc ctg zu berücksichtigen. Die durch den arc tg dargestellten Flächenteile sind zu den 


durch den are ctg dargestellten Flächenteilen in bezug auf das Strahlenhyperboloid O3 
reziprok polar. 


Die Strahlenhyperboloide H}, H, bestimmen außerdem ein Ringsystem R’ von ool 
sie gleichartig berührenden Strahlenflächen zweiten Grades (Gleichung 26’). Dem Flächen- 
system R’ ist ein Flächensystem T’ von oo! transzendenten Trajektorflächen siebenter Art 
konjugiert (Gleichung 27’ und 29’). Das Flächensystem R’ enthält ein reelles Strahlen- 
hyperboloid O3. Es ist für die oo' Flächen zweiten Grades des Ringsystems R’ autopolar. Die 
transzendente Trajektorfläche siebenter Art hat mit dem Strahlenhyperboloid O3 die beiden 


reellen Regelstrahlen r},r, gemein und ist für. O5 autopolar. 





Ist in Gleichung (29’) der Ausdruck r = Varbı + Vasbı rational, so ist die Tra- 
Va,a,b,b, 
jektorfläche siebenter Art algebraisch, ein Verhalten, das dem der Trajektorfläche 
zweiter Art in Nr. 8 bei gleicher Vorbedingung entspricht. Eine Schließungsbedingung 
wie dort ist damit im Reellen nicht erfüllt, weil Tg im Reellen keine periodische Funk- 
tion ist. 
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’ 


Fig. 7 stellt einen Schnitt senkrecht zur z-Achse durch die Flächensysteme AR, R 


dar. Die Hyperbeln hi, hg sind die Schnittkurven der Hyperboloide 4}, H;. Sie werden 
von den Flächen zweiten Grades der Ringsysteme R oder AR’ ungleichartig oder gleich- 
artig berührt. Die reellen Flächen beider Ringsysteme erfüllen den Bereich B. (Als 
Beispiele der ungleichartigen und der gleichartigen Berührung sind die Hyperbeln r, 
und r, verzeichnet, m}, m; sind die entsprechenden Mittelpunktsorte.) Die reellen trans- 
zendenten Trajektorflächen sechster und siebenter Art erfüllen gleichfalls den Bereich 2, 
während im Streifenbereiche B zwischen den Hyperboloiden keine reellen Flächen- 
schalen dieser Flächen verlaufen. Die reelle Asymptotenfläche 0} für die imaginären 
Schalen der Trajektorflächen sechster Art verläuft im Bereiche B (Schnittkurve o)). 
Die Hyperbel 0, ist die Schnittkurve des Hyperboloides O;. 











Fig. 8. 


In Fig. 8 ist die Kurve i, der Schnitt einer Ebene senkrecht zur z-Achse mit der 
Trajektorfläche sechster Art (Gleichung 30, ce = 0), in Fig. 9 stellt die Kurve t, den 
entsprechenden Schnitt durch die Trajektorfläche siebenter Art dar (Gleichung 30’, c = 0). 


Endlich ergibt sich, daß die Trajektorflächen sechster und siebenter Art nur kon- 
Jugiert imaginäre windschiefe Wenderegelstrahlen besitzen. Ihr geometrischer Ort ist 


ein reelles Strahlenhyperboloid W® im Bereiche B (Schnittkurve w? in Fig. 7). 


13. Zwei reelle mit ihren Regelscharen in der Kongruenz enthaltene Regelflächen 
zweiten Grades, die einander längs eines Kongruenzstrahles berühren, sind Leitflächen 
eines Ringsystems von Regelflächen zweiten Grades. Die konjugierten Flächen sind die 
Trajektorflächen achter Art. Eine Trajektorfläche achter Art ist für eine reelle Strahlen- 
fläche O2 zweiten Grades autopolar. 

Zwei je einscharig in der Kongruenz enthaltene Strahlenhyperboloide H?, HZ mit 
zwei konjugiert imaginären gemeinsamen Regelstrahlen bedingen in der Kongruenz ein 
Ringsystem AR gleichartig berührender und ein Ringsystem R’ ungleichartig berührender 
Flächen zweiten Grades. Die beiden zu A, R’ konjugierten Flächensysteme 7, T’ be- 
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Fig. 9, 


stehen aus Trajektorflächen neunter Art. Die beiden Strahlenhyperboloide H?, H} seien 
durch die beiden Gleichungstripel 


H,=p+tmtrip=0, R-m=0, Ptp=—t, 
2 
H=p+m+-B=0, PmR—-Pp=0, PtPpm=—I 


gegeben. Sie schneiden einander in den reellen Leitgeraden der Kongruenz und in den 
konjugiert imaginären Regelstrahlen 


nl, Bun Aura A 
rn: pr =—1l PR=m=0, BR=-—-um=+t1l P-ri. 


Die Gleichungen der beiden Systeme 7, 7’ von Trajektorflächen neunter Art 
lauten dann: 




















2 ; PER H.H.-6 H.H=zö 
32) arc tg “Pe + AP Pa) - are tg VH,H,0 — Arc tg VH,H30 — () 
—27pg + (Pı—Pa) ad; a0, i<-to) 
2pg + A (Pı — Pa) V—H,H,ö vi— V—H,H,ö en 
32)arrtg 2 _-— I. are tg — —-—- — Y1—a?arctg —— = 
FE —2Ape + (Pı—-Pa) " 0, ’ — a?0, ) 
wo 6 =1-— 2a, a= uns. gesetzt ist. Die Gleichungen 
V2 + 2c 


0, =-ph+25; +tm=I;, %=pm—2+p 0 
stellen zwei Regelscharen zweiter Ordnung der hyperbolischen linearen Kongruenz dar. 
Ihre Trägerflächen O7, 0) liegen bzw. in den Systemen 7, T’. Die Trajektorflächen 
neunter Art des Systems 7’ sind für rationale Werte von a algebraische Flächen, die 
Trajektorflächen des Systems 7’ sind es für rationale Werte von Y1 — a2. Insbesondere 
erhält man das Ergebnis: 


Die Trajektorfläche neunter Art ist für eine reelle Regelfläche (07 oder 03) zweiten 
Grades autopolar. Sie hat mit ihr außer den beiden reellen Leitgeraden zwei konjugiert 
imaginäre Regelstrahlen gemein. 
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14. Durch eine einscharig in der hyperbolischen Kongruenz enthaltene Regel- 
fläche K? zweiten Grades und einen nicht auf ihr liegenden Kongruenzstrahl k sind 
oo! einscharig in der Kongruenz enthaltene Flächen zweiten Grades bestimmt, die Ä? 
berühren und durch k gehen. Sie bilden ein entartetes Ringsystem der Kongruenz. Die 
eine Leitfläche Ä? sei bestimmt durch 


K=ap +am =). 
Die andere zerfällt in die beiden reellen Ebenen E,, E, durch k und die beiden Leitgeraden 
der Kongruenz. Für die folgende analytische Darstellung fällt der Strahl k mit dem 
in der Kongruenz enthaltenen Durchmesser von Ä? zusammen. Die konjugierten Regel- 
flächen dieses entarteten Ringsystems sind die Trajektorflächen zehnter Art. 


Die Regelschar der Trajektorfläche zehnter Art wird in die hyperbolische lineare 
Kongruenz durch einen transzendenten Strahlenkomplex eingeschnitten mit der Gleichung 


To (l+0)p; + 20p V“ Tg V“ | 

33) AUcı So —— — 4A ——(0 —1 1). 

ER Cg(1+0°)ps + 20p; r A4Pı "tg d4Pı EEE 
Im ersten Gliede ist Ar Tg oder Ar Ctg zu setzen, je nachdem p, < p, oder p, > Pe- 
Im dritten Gliede heißt es Ar Tg oder Ar Etg, je nachdem a,p, > K oder aq,p, <K. 

Für die Trajektorflächen selbst gilt die Gleichung 

Y_yi ct lite) | ara) 
” Ctg x Ca (1+0)z-+ 20 +) a,(y? — 2?) 
_ gr 3 a) + ai) _ 

Im zweiten Gliede gilt Ar Tg für |z| > 1, Ar tg für |z| <41. Die Schnittkurve der 
Trajektorfläche zehnter Art senkrecht zur z-Achse hat mit 2 = vo ©iny, y= oo o 
für y2x, |2)21 bzw. x = o00jp, y=o©ingp für y2x, |z)sS1 die Gleichung 
4®+a(l— 2) 1 /u® + all — 2) 
Etg a40° 





























+ Ar +c (-mwe<ce<+ox). 


Mit anderen Worten: 

Eine Trajektorfläche zehnter Art ıst konjugierte Regelfläche für ein entartetes Ring- 
system der hyperbolischen Kongruenz gebildet aus oo! Regelflächen zweiten Grades, die eine 
gegebene Regelfläche K? zweiten Grades berühren und durch einen gegebenen Strahl k gehen. 
Die Trajektorfläche zehnter Art ist transzendent. Sie hat den Strahl k zum asymptotischen 
Regelstrahl ihrer imaginären Flächenschalen. 

Fig. 10 zeigt in der Kurve t,, den Schnitt einer Trajektorfläche zehnter Art senk- 
recht zur z-Achse (Gleichung 34, ce =). 


15. Die parabolische lineare Kongruenz scheidet für die Untersuchung der Trajektor- 
flächen aus. Denn einmal liegen in der parabolischen linearen Kongruenz keine Ring- 
systeme von Regelflächen zweiten Grades, da alle einscharig in der Kongruenz enthaltenen 
Regelflächen zweiten Grades einander ohnehin längs der vereinigten Leitgeraden der 
Kongruenz berühren. Zum andern artet auch der Begriff der konjugierten Richtung 
in der parabolischen Kongruenz aus. Ein vorgegebener Kongruenzstrahl s liegt in einem 
Strahlenbüschel erster Ordnung von Kongruenzstrahlen, dessen Ebene o durch s und 
die vereinigten Leitgeraden geht und dessen Mittelpunkt $ der Schnittpunkt von s 


mit den vereinigten Leitgeraden der Kongruenz ist. Einer jeden durch s gehenden 
Journal für Mathematik. Bd. 178. Heft 4. 32 
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Fig. 10. 


Richtung ist aber die durch den Strahlenbüschel $(o) gegebene Richtung konjugiert. 


Die Involution konjugierter Richtungen durch einen Kongruenzstrahl ist eine para- 


bolische. Weitere Arten von Trajektorflächen gibt es also nicht. 


III. Die Trajektorflächen im polaren Raume einer Regelfläche zweiten Grades. 


16. Es gibt zehn Arten von transzendenten Trajektorflächen. Die Trajektor- 


flächen erster bis fünfter Art haben zwei konjugiert imaginäre windschiefe Leitgeraden, 
die Trajektorflächen sechster bis zehnter Art haben zwei reelle Leitgeraden. Die Trajektor- 
flächen erster bis vierter und sechster bis neunter Art sind die allgemeinen. Für sie gilt 
nach Abschnitt II A, IIB das Theorem: 

Eine allgemeine Trajektorfläche ist autopolar im polaren Raume einer nicht zerfallenen 
(reellen oder imaginären) Strahlenfläche zweiten Grades. Die beiden (reellen oder kon jugiert 
imaginären) Leitgeraden der Trajektorfläche sind Leitgeraden der Strahlenfläche zweiten 
Grades. Die Regelstrahlen der Trajektorfläche sind paarweise reziproke Polaren des polaren 
Raumes. 

Im polaren Raume einer reellen Strahlenfläche zweiten Grades liegen: 

a) Autopolare Trajektorflächen erster Art. Die vier reellen Schalen der Trajektor- 
fläche nähern sich der Inzidenzfläche paarweise von innen und außen asymptotisch 
(Nr. 7—9 u. Fig. 1). 

b) Autopolare Trajektorflächen dritter Art. Ihre vier reellen Flächenschalen be- 
rühren die Inzidenzfläche längs eines gemeinsamen Regelstrahles (Nr. 10 u. Fig. 3). 

c) Autopolare Trajektorflächen vierter Art. Ihre vier reellen Schalen berühren die 
Inzidenzfläche paarweise längs zweier reeller Regelstrahlen (Nr. 10 u. Fig. 5). 

b) Autopolare Trajektorflächen sechster Art. Sie haben ihre beiden reellen Leit- 
geraden und zwei reelle Regelstrahlen mit der Inzidenzfläche gemein. Ihre imaginären 
Schalen haben die Inzidenzfläche zur Asymptotenfläche (Nr. 12 u. Fig. 8). 

e) Autopolare Trajektorflächen siebenter Art. Sie haben ihre beiden reellen Leit- 
geraden und zwei reelle Regelstrahlen mit der Inzidenzfläche gemein (Nr. 12 u. 
Fig. 9). 
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f) Autopolare Trajektorflächen achter Art. Sie haben ihre beiden reellen Leitgeraden 
mit der Inzidenzfläche gemein und berühren diese längs eines reellen Regelstrahles 
(Nr. 13). 

g) Autopolare Trajektorflächen neunter Art. Sie haben ihre beiden reellen Leit- 


geraden und zwei konjugiert imaginäre Regelstrahlen mit der Inzidenzfläche ge- 
mein (Nr. 13). 


Im polaren Raume einer imaginären Fläche zweiten Grades mit reellem Polar- 
systeme liegen autopolare Trajektorflächen zweiter Art (Nr. 7—8 u. Fig. 2). Eine solche 
Trajektorfläche zweiter Art hat ihre beiden konjugiert imaginären (windschiefen) Leit- 
strahlen und zwei konjugiert imaginäre (windschiefe) Regelstrahlen mit der Inzidenz- 
fläche des polaren Raumes gemein. | 

17. Die nicht ausgearteten Trajektorflächen sind die einzigen bisher bekannten 
transzendenten autopolaren Flächen im polaren Raume einer Fläche zweiten Grades. 
Die ausgearteten Trajektorflächen, nämlich die Trajektorflächen fünfter und zehnter 
Art, führen auf eine neue Eigenschaft des Polarsystemes der Regelfläche zweiten Grades. 

Eine reelle Regelfläche Ä? zweiten Grades und ein sie nicht berührender reeller 
Strahl k bestimmen ein der Fläche einbeschriebenes Tangentialtetraeder. Der Strahl k 
trifft die Regelfläche in zwei reellen oder konjugiert imaginären Punkten, ist daher mit 
zwei reellen oder konjugiert imaginären Regelstrahlen r,,r, und mit zwei reellen oder 
konjugiert imaginären Leitstrahlen /,, /, inzident. Die drei Strahlenpaare r,, 73, /j, la 
sowie k und seine reziproke Polare k’ sind die drei Gegenkantenpaare des Tangential- 
tetraeders. Der Strahl k und seine Polare k’ liegen in einer hyperbolischen oder elliptischen 
linearen Kongruenz A} mit den Leitgeraden r,, r,; in dieser Kongruenz ist die Leitschar 
der Fläche Ä? enthalten. Die Strahlen k, k’ liegen ferner in einer hyperbolischen oder 
elliptischen linearen Kongruenz L} mit den Leitgeraden /,, /,;5 in dieser Kongruenz ist 
die Regelschar der Fläche K” enthalten. Die linearen Kongruenzen R\, L} sind beide 
gleichzeitig entweder elliptisch oder hyperbolisch. Im ersten Falle bedingen der Strahl k 
und die reelle Regelfläche Ä” zweiten Grades in der elliptischen linearen Kongruenz R} 
nach Nr. 11 ein System von Trajektorflächen fünfter Art, ebenso in der elliptischen 
linearen Kongruenz L). Im zweiten Falle bedingen sie in der hyperbolischen linearen 
Kongruenz A} nach Nr. 14 ein System von Trajektorflächen zehnter Art, ein ebensolches 
Flächensystem bedingen sie in der hyperbolischen Kongruenz L}. Mit Rücksicht auf 
Nr. 11 und 14 ergibt sich nunmehr: 

Ein Strahl k, der eine Regelfläche K? zweiten Grades in zwei konjugiert imaginären 
Punkten schneidet, bedingt zwei Systeme S,, S; von je oo! transzendenten Trajektorflächen 
fünfter Art. Jede Trajektorfläche T, fünfter Art des Flächensystemes S, hat je einen Regel- 
strahl r von K? zum Rückkehrregelstrahl und hat den Strahl k zum asymptotischen Strahl 
ihrer beiden reellen Flächenschalen; jede Trajektorfläche T, fünfter Art des Flächensystems $ı 
hat je einen Leitstrahl l von K? zum Rückkehrregelstrahl und hat den Strahl k zum asymp- 
totıschen Strahl. Den Flächensystemen S,, S; sind im polaren Raume von K? zwei eben- 
solche Flächensysteme $,, S zugeordnet. Ihre oo! Flächen haben die reziproke Polare k' 
von k zum asymptotischen Strahl ihrer reellen Flächenschalen. 


In Fig. 6 geht die Kurve t, aus t, durch Inversion am Kreise A? hervor. Ihr 


asymptotischer Punkt ist X,. tz und t, sind die Bilder zweier durch den polaren Raum 
von K? einander zugeordneter Trajektorflächen fünfter Art mit den asymptotischen 
Strahlen % (Bildpunkt Ä,) und A’ (Bildpunkt Ä‘1). 
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Ein Strahl k, der eine Regelfläche K? zweiten Grades in zwei reellen Punkten schneidet, 
bedingt zwei Systeme S,, S; von je oo! transzendenten Trajektorflächen zehnter Art. Jede 
Trajektorfläche T,, zehnter Art des Flächensystemes 5, hat einen Regelstrahl von K? zum 
Rückkehrregelstrahl, jede solche Fläche des Flächensystemes S, hat einen Leitstrahl von K? 
zum Rückkehrregelstrahl. Die Flächen beider Flächensysteme aber haben den reellen Strahl k 
zum asymptotischen Strahl ihrer imaginären Flächenschalen. Den beiden Flächensystemen 
S,, 8; sind im polaren Raume von K? zwei ebensolche Flächensysteme S,, S, zugeordnet. 
Ihre oo! Flächen haben die reziproke Polare k’' von k zum asymptotischen Strahl ihrer 
imaginären Flächenschalen. 

In Fig. 10 ist die Hyperbel A? der Schnitt der Bildebene mit der Regelfläche X?, 
der Punkt K ist der Schnittpunkt mit dem Strahle k. In der Kurve t,, schneidet die 
Bildebene die Trajektorfläche 7,,. Die Spitze 5 dieser Kurve liegt demnach auf der 
Hyperbel k2, weil 7,, ihren Rückkehrregelstrahl auf X? hat. Die Kurve 1,, endlich geht 
aus 2), durch Inversion an der Hyperbel A? hervor. Sie stellt den Schnitt der zu 7;, 
reziprok polaren Trajektorfläche dar. Die unendlichferne Gerade der Bildebene ist die 
reziproke Polare k’ von k. 





Eingegangen 30. August 197. 
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